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	�
����" ������
������� ��	�$

����" ������	�" ����������� ����" 
���	�� ������	�� 

��
�! %& '% ()" *+ +% (," *- .% / .' '0 12

�� ������� !" �#�$%&�'�(#() �(*'(+�+&, +� $�#+(#��+,% -��&! �%
# .�/&$�$��"&!#!�&��() '��0*� # *(1��! � *!+!*��/+() �#"0/2
# .��(#!"% 3+�$4(1(*!+�+&+(�&! ����"$+(4( '(�"

���� 
��
�	 ���
��� �� ������ � ������� ������� ������
���

� ���� ������ �� ����� ������������� ��������� ���� �����������!��"�#� ���������$ � "��%
�� �#�!��"�� & �'�� �� &�'���� ��� $)������ ������ ��� *)�� ��� �����+ &���&� �#�$+ !�� �
������ ������� t1 &���'�, � ����� � ������ $�������"�� ������ ���,�����$ �� ��� $)�����*�
-�"�� ����'��+ ����� &� �#��� � ��,�� ���� � �&����� ����� &��� �.����� ������,���$/

ε(t) = εs(t) + εp(t), 0���1

εp(t) = ε0(t) + εne(t) ≫ εs; (t < t1); 0��	1

εp(t) = ε0(t) + εne(t) ≪ εs(t); (t > t1); 0���1

εp(t1) ≃ εs(t1) ≃
3Ξ2

8π
= N

π2T 4
0 (t1)

15
, 0��
1

#�� 0��� 2	℄0	��411/

εs(t) =
3Ξ2

8π
≈ Const; (t > t1) 0���1

5 & ������� ����#�� ��"����+ &���&� �.��� ���+ �"� $���#� &� $6 εp(t) 5 ��������$ & �������
����#�� � ������ $�������"�� & �'��� 7 ������� ����#�� & �'��+ � ���* �!�����+ �����.�� ���
"��&������/ ����������* 0��� 2	℄0	��11/

ε0(t) = N
π2T 4

15
0��81

� ������������*+ εne(t)� �� ��+ ��&� �$���$ &��� �.����� ������,����/

N
π2T 4

0 (t1)

15
= ε(t1) =

3

32πt21
(= 3Ξ2/8π), 0���1

#�� T0(t) 5 ���&������� � ����������� ��� �����+ '�&� ������  �,� � ������ $�������"�� & �'%
���+ 0&���������� ��� � 2�+ 	℄1

� $ ���,�����#� ��"���� �� ����� ��&� �'����� � ���*9�* ���� � 2	℄ 0	��41/

a(t) =
√
t; (t < t1); 0��41

a(t) = a1e
Ξ(t−t1), (t > t1), 0���1

#�� a1 % '��!���� ���,�����#� ��"���� �� ������ ����� ��.��� ���,�����$� -�"�� ����'��+
��# ���� 0���1+ 0��41 �� ��.�� ���+ #�� ��� ����:�����+ &� �#��� /

a1 =
√
t1; Ξ =

1

2t1
, 0����1

�������� ��	�
��
�������������



� ����� ����	
��

�������	��
���
a(t) =

√
t1e

(t−t1)/2t1 , (t > t1) 
�����

� �	�� �	�	
� �� ������	��� �������
��� �����
 ���������� ����� � ��	���� ����������	���
���������� � ��������� ����� ������� ���!��	����	�� ��"
  ���� �����	�#������ ����� 	���� ��$
�����	��� ��������� %��"	����� &�����
�� ������ �����	�� ��
	������	����	���� ������� 	�
� �	�� ��� �� ����	 ���	� '����� ��(������� �������) ������� 	���� ���	����	�� �� ����������
���	���	� ��������

εp(t) · a4(t) = N
π2(aT )4

15
+ εne(t)a

4 =

N
π2(aT )4

15
+ ε̃ne = Const, 
���+�

��� ε̃ne = εnea
4 , ���������� ���	���	
 ������� ������������� ��������	� ������ 
��� -+℄
��+/���

ε̃ne(t) =
1

2π2

∑

a

(2S + 1)

∞
∫

0

p̃3∆fa(t, p̃)dp̃. 
���0�

���� ������	
��	�
� �����
� �
���
������� ��	����
�

������	��� ����	� ����� ��������� ��� ����(	������(  ��	�# -+℄
+��� 
�����2���	� ��� � -�� +℄��

p̃

a

∂∆fa
∂t

= −4πÑ

3

T 2(t)

Λ(p̃T/2a)
∆fa. 
���3�

�� �����#������ �	����� ����� ���	���	
� ������� ������ � �2!�� ������2������ ��4�� ���$
��2�� 
�

5�	������� 
���3� � ��������� ����� 	� ���	
� � � �	���� �����#������ ��"���� ������$
��� %��"	���� 
���0�� ���� ���


∆fa(t, p̃) = ∆f1
a (p̃) exp



−ξ(t, p̃)

p̃

t
∫

t1

y2(t)e−Ξ(t−t1)dt



 , 
���6�

��� ∆f1
a (p̃) ≡ ∆fa(t1, p̃)�

ξ(t, p̃) =
Ñ

〈Λ〉t1

(

5

2π3N

)1/2

, 
�����

y(t) =
T (t)

T0(t)
≡ σ1/4(t); σ =

(

T (t)

T0(t)

)4

=
ε0(t)

ε(t)
≡ ε̃0(t)

ε̃(t)
≤ 1. 
���7�

8����� T0(t) , 	������	��� � �����
��� ���������� � ��	���� ��� ������ ��(���	�� � ���	�����
	���������� ������ ����������� �� �	���� ������� �����#�� 
��7��

T0(t) =
1√
t1

(

45

32π3N

)1/4

e−Ξ(t−t1) ≡ T1e
−Ξ(t−t1), 
���9�

��� T1 , 	������	��� � �����
��� ��������� �� �����	 ����� ��4��� ���"������� ���� ���$
!� �������  �	���	�� �	����
 �	�� 	������	��� ������#�����
�� ���� ������� ������ � �2!��
������2������ �� �����	 t1 �

������	��� 	����  	� � �����	 t1 �����(���	 ����� ��4��� ���"������ � ��
	������	����	$
����� ������ �� �����#������� ����	��	� � ������  ��	� 
���+� ���������	�� 	������	���� �
�����
��� ��������� �� �����	 ����� t1� :���� �2������ ���� ��� ��������� ����	
�����
� 
���

��7�� 
���/���

N
π2(aT )4

15
+ ε̃ne = N

π2(a(t1)T0(t1))
4

15

(

=
3

32πt21

)

. 
���;�

�� ������� �� ��	�
�� �
℄�
���� 
�� 
� ������
� ����������� ����������� ���
����
�� �����
�
�� ������ ��
���	���
� � �������" # ����������� ��$� T ∼ 1/a ������$���� ��	� � ��� ������" �� $� ��� �����%� ������

�&�$���� � �������� ���
�������



�����������	� 
�����
��
�� ������ ���������� ���� ������ ������������� ��� ������������ ������� �

�������	
 � ���
 ��������� ��	���������

T (t) ≡ T (t)

T0(t)
T0(t) ≡ y(t)T0(t1)

a1
a(t)

⇒ (a(t)T (t))4 = y4T 4
0 (t1)a

4
1 ������

�����	�
 ��������� ������ � ��	��

y4 +
ε̃ne(t)

ε̃p(t1)
= 1 ⇒ y4 +

ε̃ne(t)

ε̃ne(t1)

ε̃ne(t1)

ε̃p(t1)
= 1 ⇒ σ + (1− σ1)

ε̃ne(t)

ε̃ne(t1)
= 1, ������

�	��

ε̃p(t1) = N
π2(a1T1)

4

15
= N

π2t21T
4
1

15
������

� ������
��
 �������� ������� ����
! �� 
�
��� t1� "�������� ������ 
��
���
 ����������

	�
���� ����
�� � 
�	��� � 
���
�� ��# ��
� $� %�� ��������� 
��
���
& �� ����& ������#�!

	��'	! �������� �!
 ���������
�

(�
 ��)���
 ��������
 ������*������ �� �������� � +�℄�-���& +�℄�-�.� � �/���
 ������ ���	�

����$ *�����
����$ ���
����$ ����
����$& τ �

τ =
〈ξ〉

Ξ〈p̃〉1

[

1− e−Ξ(t−t1)
]

= 2t1
〈ξ〉
〈p̃〉1

[

1− e−(t−t1)/2t1
]

����-�

�	� 〈ξ〉 = ξ(〈p〉1)& �

〈p̃〉1 =

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dp̃ p̃3∆f1
a (p̃)

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dp̃ p̃2∆f1
a (p̃)

����0�

� ���	�

 ������
��
 ������
 �����������!1 /����2 �� 
�
��� �
��! ��'�
� ���)�����
� 3�4
��
 �*����
�

dτ

dt
> 0; τ > 0; τ ∈ [0, T ), ����5�

�	�

T = lim
t→+∞

τ(t) = 2t1
〈ξ〉
〈p̃〉1

. ����6�

�� �������� � +�℄ ���	�
 ���'� ����$ *�����
����$ ������
��$ �
��� ���$ ����
����$�

ρ =
p̃

〈p̃〉1
, ������

��� /���
∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dρρ3∆f1
a (ρ)

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dρρ2∆f1
a (ρ)

≡ 1 ⇒ 〈ρ〉1 ≡ 1. ����.�

� ����$ *�����
����$ ����2�$& Z(τ)�

Z(τ) =

τ
∫

0

y2(τ)dτ, ������

��� /���

Z ′ = y2; Z(0) = 0; Z ′(0) = y2(0) =
√
σ1, ���-��

�	�� � � 	�� ��#)�
 7′8 ����/��� �������	��$ �� ����
����# τ �
3���
 �*����
& 
 �������
�/����# ��/���� $ ����2�
 ������	�����
 �����������!1 /����2

����5� �����
��� ��	�

∆fa(τ, ρ) = ∆f1
a (ρ)e

−
Z(τ)

ρ . ���-��
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�������� � �	
����������	� �	��	���� ����
��� ��	��	��� �	��	���	� ����
�� ������	������
������ �������

ε̃ne(t) = 〈p̃〉41
1

2π2

∑

a

(2S + 1)

∞
∫

0

ρ3∆f1
a (ρ)e

−
Z(τ)

ρ dρ. � ���

!	 ����	
�� � " ℄����$� ���%�� �	�&� '�(��(����&� �&������

Φ(Z) =
〈p̃〉(t)
〈p̃〉(t1)

=

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dp̃ p̃3∆f1
a (p̃)e

−Zp̃1/p̃

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dp̃ p̃3∆f1
a (p̃)

⇒

Φ(Z) = 〈ρ〉(t) =

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dρ ρ3∆f1
a (ρ)e

−Z/ρ

∑

a
(2Sa + 1)

∞
∫

0

dρ ρ3∆f1
a (ρ)

. � � �

)���� 	'��(	�* � &���	� � � � �����%�� &�������� ����
	'������ ��� �� � ��%& (����&�	
	
&�������+ �� �&����� Z(τ)�

y4 + (1− σ1)Φ(Z) = 1 ⇒ Z ′ 2 + (1− σ1)Φ(Z) = 1. � ���

����%����� ��	
	 &�������+ � �		��	,���� ����-� %	�.�	 ���	��+���+ �������	� &��	����

Φ(0) = 1, � �$�

�	* � %�&
	� ��	�	��* 	�	 %	�.�	 ���	��+���+ � �	
����	 	���%������ � � � � �		��	,���� ��� ���
)���� 	'��(	�* �� �	�&���� ����	���	�����	�* (����&�	� 	��	�������	 �&����� Z(τ) &��������
���	
	'�������

���� �
�
��
 	
���
��� ��

���������

����%����� �		��	,���� ����-� � 	���%�����+ �&����� σ(t) &�������� � ��� �	��� �(�������+
���%����	
	 �	��+ ����	%���+ � ��%&�

Z ′ =
√

1− (1− σ1)Φ(Z). � �/�

0	������	 ����
���&+ &�������� � �/� ��� �������� �&����� Φ(Z) � &���	� �		��	,���� ����-�*
�	�&��� ����
����

Z
∫

0

dZ
√

1− (1− σ1)Φ(Z)
= τ. � �1�

2 %�&
	� ��	�	�� ����%����� ����-� �( � �/� �	�&����

[
√

1− (1 − σ1)Φ(Z)]1/4 = y. � �3�

2		��	,���+ � �1�* � �3� +��+���+ ����	
���

���	 �
�
��
	 �����
��� ��
�����������

{

τ = τ(Z); �( � �1�,
y = y(Z); �( � �3�,

� ���

!	�&������ ��,���+ �	������	 �	���%��� � ��,���+�� %�+ &��������+��������	� ������4
�	�* 	��������� � " ℄ ��	��&�� ����5�* ��� -��* 6 � �	��	���� %	 ����	'	(������� σ0 → σ1*
∆f0

a → ∆f1
a 7 ���%����� � ��	� ������ �&����� Z(τ)* Φ(Z) 	'��%��� ���� .� ��	�������* ��	
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� ���������	
 ���
���� ��
�
��	
 � ��℄ ������� �������������� ��� �!� � "
#
��$ �"���
��$ ��
"%
��&����'� � "
(��) � 	 
�� ��'�
����� "
#
��$� 
�
 � �
') �����(� *"��
�
��	+ "��

 � "�&�%
 �, �-� �℄� '�,"��$. '*"��
�����' ) � � "�''!� "���
!�+ (�
') !��
��� /�
�! �&"�(�!� !��
�)
��
"��&����'�� *"
���0
���$ � "�&� �, �-� �℄� �
�(���') �"
(�	��+�� ������+ � �&1
+�

2�
�
 0
 "�(����$ !��� ��(��
�� ) �  
�"�� ��'' �����
��$  
"!�����!��
'
��� "�����
'�$
�� ����$������+ ' ���� *� '"���
��. ' ����������+ ��) "�"
�$ ���' '
�+ !��
�). �-��℄3 /�
�,�
'�1
' �
��	, � ����+� ��&�.��
 '$ �'
�� ���4

�� ��(����	
 ��"!��	 '�$(� τ(t) � ��"!��� ���6� ��℄� ��"!��� ������ �����+ "�&� 	7

�� 8
("�(!
"��$ �"
!
���$ *
"
!
���$ � ��) "�"
�$ ���' '
�+ 9'
�
���+ τ ��℄ �(!
�$
 '$ �
&
'
��
���! �� 
"���
 [0,+∞)�  ����� 
�
 �� ' ���� ����$��� � � *
"
!
���$ !
�$
 '$ ��
��"����
���! �� 
"���
 ����-��

��� �!� *
"
'�
 "
(��) � �� 
�!*). 
"���� !��
��"�����$ *�"�!
 "��
'
�, �"���
��+ ��%
�� ����� 
 "
��)��!� !�'# �&� �"
!
�� ��' "�(����	
 "
(��) � 	� :����'�� "
(��) � �! �-� �℄
*��(!�� � �'�����!�  
"!���(�
 '$ *"� �"
!
��, τ ≃ 1� ��� �!� � '����
� 
'�� �
�0
 '$ T < 1�
 
"!���(���$ *��(!	 �� ' ���� ����$��� ���&1
 ��
���� �
 *"��(�+�
 � � � � �(����
 � � �
�
"�����
'��$ '�
", 
*����$ 
�!*��
� � �� ' ���� ����$��� ;�	0���
 < � &��

 �	����	, �'��%
��$,� �
! � ��)"�"
�$ ���' '
�+ 9'
�
���+� � �� '�&' �
��� ����"$� � &	�� *�
�(��� � ��
�
�, ��℄�

��������	�

/�
�! �&"�(�!� *�' "�
���$ ' "���$ !� 
!� ��
'
�$ !��
�) ��'' �����
��$  
"!�����!��
'
���
"�����
'�$ � ����$������+ 9'
�
���+� *�� �
"���� �����!
� ��)��' ) ��
� ��
"��&����'� 

�''�
������. *"��
''�� �' �����
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