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���������������$�� �����	 ������$�� �����������"

����������� 	
 (���$ F (x) % ����'� 3���
� �
�
��
 �
 ����	����	 ���������	 ������
�%

���� �

3
" 5� ��	 �
���
�$ ��������� � ����� � � ���
���� � ����'��� F (x) � �������� ��%

�
��$ ������
����
� ���
�������� �
���%���� �������������$� ����'�� F (x) " +�������������

����� �� ��	 �
���
�$ ����� � ���� ������������
 ���� 
 ����� ��	�
����� � �� ���  ��

������������ ����������� ����� % ������	�	� �� 
!�� ������ ������ �������������� �����"



� �� �� �����	
�	

������� ���������	 ����	�
������ ���� �� �� �� �������� ������� ����	�
������ ������

�	� � 
������ ��	���� ������ ������������� ������� F (x) � �   �������������� �� � ������

	!�� � �� � �� � ��� ��	���� ����� F (x)  
� ��	 ����	�
������ ���� �� �� �� �������� ����"

	�
������ ����� � � � ������ �� �� ����� ���������� ����� ������� F  # ����	�
�� ������

����	�
����� ����� �������� �	����� $%&'� �� � ������ ����� �� ���� ����	������� ��"

����� ���� ����� " ������ ����	�
����� ����� #�!��� ��	��� � ��� ��� ��
	���� ��(�

����� )���� $%*� %&'� 	���� ��	����� �
��������� �������������� ������� )����� ��! � ����

�������	�� ��+������ ������� � ������ ����	�
������ ���� 
�������� ������� ��	���"

�� ����� ������� ������ �� ����	��� �����	 ������������� ������� )���� ���������

�������������� �� ������� 	!�� ��� � �� � ��� ��	���� ����� 

,��������� �� ��������� 
������������� V 3
������ ����� ������� ����	�
������ �����

V �����	������ ������ ��������� e = ( e1, e2, e3) � ������� ������� � ������� ������ F �

����(�� ��������-

�x �

�e a

� F
�x � = �e a , a = 1 , 2, 3, x � V . .% /0

1������-

ea = ea(x, t)

��������� ������!�� x � e 
����	������� P3
� V 3

������ ����	�
���� �� ����� V  #	�"

���� � = ± 1 � .% /0 ������� �� ��
�� �����
 �� 	� F ��������� . � = Š10 �	� �������� . � = +1 0

������ ������� ����� � ���� P0(x0, t) � � �������� ��� x0 � ��	��(��� ������� �� ��	� � ��������

ea
� �   ������ � � ������ ea(x0, t) = 0  2�� ���� ���-

� = sign det
�

� 2F
�x � �x �

� �
�
�
�
P0

. .% 30

4	������ .% /0 ��	���� ������5��-

� F
�x � = �

�e a

�x � ea = �
� |e|2

�x � .

6��� �� �������� ��� � ���������� ����� P0 � ���� � ������� ����	�
������ ���� V � �������

F ��� �	���(�� ���-

F = � |e(x)|2/ 2 + F0, .% *0


 � F0 " ��� ��� ������� F � ����  P0 - F0 = F (x0) � 
 � ��� �����
�� 	���	���
� 7��������-

�������� �	� ��� ������� � ����������� �� ����� � � ��� � ����! �� ������5�� .% 30 �� ��� F s

" ��� ��� ������� F �� 
����� ������� ����	�
���� �� ������ � F0 " ��� ��� 7��� �������

� 7� ������� 	! �(� ������ 7��� ����� 8 �
 �� � �!��� ������������� ������� F � ������"

�����(�� �� ������� ������� 7��� ������� F1 � [F s, F0]� ������! ��� � � �������� ����

����� ��-

R =
�

2|F 1 Š F 0| .% &0

�� �� ������� ���� ������ ��������� ea
.�� ��� ./00 ���� �	��� ������5�� .% &0 ��!�

���� ����������� ��	�� � �� ��!��� ������� ����	�
���� �� ���� � �� � �	�� ������! ��

e � x � ��	����( ����������� ����� e(x) �� ��� ������� ����	�
������ ���� ��� ��	��� �

���
�	������ 9�!��� 	��� ������! ��� ����������� � ���� � ��	�� � � ���� ������� �	� ������

����	�
������ ����  :		�������� 
�������� �
� ����	� ������! ��� x � e ����� ��	��

�� ��� ./0 

9�� ��� ����� � $%'� ��������� ����	 ������ � ������ ����� �!�� ������� F � ea(x, t)
������ �������� .% /0 �	� � 7�����	�� � .% *0 ������� � ���� ��� ��� ����� ����� 7������"

�� � ��	��� ����� ������� F �� �������� 7�����	������ ����� ������� �	����	����

�������� ������� � � ������ ���������� � ����(�� �������� )����		� 

����� �  �� ��� V " ����� �� ����	�
������ ����� ������� )���� F (x)  ����� ea(x), a =
1, 2, 3 " ��� ������������ ������� ���� ����� �� V � � ���	���� ��(� �������� .% *0-

F = F0 +
�
2

|e|2,


 � |e|2 = ( e1)2 + ( e2)2 + ( e3)2
� F0 " ��� ��� ������� F (x) � 7� ������ � � ��� ����� ��� x0 -

� F
�x �

�
�
�
�
x = x 0

= 0 , F0 = F (x0),



���������	 ��
������ � ��������� 
��� ������ �� �

���� �� ��������	 
�
�� ������� F � �������	 �����	 S1 � P1 � P2 � �� ��������� ��� 
��� ������

������� ��
�������� �����	 �������� ����� !� "���
# �������� ����� �������
 �����	 �����	�

��� ���� � V 	 x0 � V 
� � � = Š1 � ������ ���� �� ������ � ��� ����� � � = +1 � ���� �������

� �� �� ����� ����� �������� ����������

div ( � ) = �� (x Š x0). 	���


����

� = �
|J |
|e|3

K � , K � =
�x �

�e a ea , 	���


�

J = det
�

�e a

�x �

�
. 	�� 


���������	
��� � ! ��" ea(x) � #���$���"��% ���&�� ��''����(����)* '��(�&� $�����)*

�� V �  ���������%���% ������+���� 	��,
� - �� ������ � ���& ���&�� '��(�& ���������� �$%�"

���&� '��(�& �����

e1 = R(x) cos �( x) sin �( x), e2 = R(x) sin �( x) sin �( x), e3 = R(x) cos �( x), 	���


� �� �( x) � �( x) � #���$���"�)� ��''����(�� ��)� '��(�� �

R =
�

2|F Š F 0|.

.��������� '�����"��� ����������

�
�e a

ea

|e|3
= � (e), 	���/


� �� � (x) = � (e1)� (e2)� (e3) � � � '��(�% 0���� �� 1�� �� ������� �)#���%���% ��% ��2�& �2�����

$������& '��(�& e(x) � �� ��� ����& ������ �* $�������� � ���� �2����� $�� ����& ������������

�2����� �#��������% e(x) � x � V � ����������� ����� x0 � !���*��% � 	���/
 � � �������� �� e
#�������

1
|J |

�
�x �

�
|J |

�x �

�e a

ea

|e|3

�
=

1
|J |

� (x Š x0),

��� ��#��"$����) �$�����)� ���&���� � � '��(�� 0������ 3����� ���� �� ������+���� 	���
� ���

��� �$)���� �'������������� �����������

4�������� 	���
 ��% #��% � � � ��#����� ��� �

�
����� ������������" ��� �������� ��% #��%

����(�� �������������� ��������� $��%�� � ��������& �����& q = � = ± 1� � ���% �������(�%

������� % ��% �����& #�����& ��#��������� �& %��&��� 5���������"��� �26����%% � ���������)�
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�� ��
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������ ���������� ��� � 
 �
������ ��� 	 	��� 
�	��

����
�� �������� ������	� 
�	������� 
  �
��������� !���"�� F �� P3
# $�� ��%���� � �� ��

���� �� ���� ������ ��%��� �	� �
��	��� �������# &����	��� ��������� ��� 	����� � 
��� ����

������
��� ����� ��� ������	� � 	��	������ ��� �������� ������ 
���	��
�	��� 
����	�� ���� ��

!���"�� F #

� � ����� � 	
����� ��������������

$�� ����� ����� ��%��� ���  �� �������� ��

������ 	 ����
�	� 
��������� ��'���� ��


��� ���������
��� ������ # (� 
�� S � ��������� ����	�����
�� F 
 �) ��� ������� ��	��� F0 #

*	��� ����� ����	�����
��� � ��������� !���"�� �� ��� ����� ���������� 	 
�������� 	��

��+ S[F0]# & 
��� �������	����
�� �������
��� ����� !���"�� ,��
� 	
�� �� 
���
�	� �� ��� ��

����	�����
�� S1[F1] 
� ��� ������ !���"�� F � ��	��� F1 � ��� ���������
��� ������ V01 � �����

�������� � ���	������� ����	�����
���� S[F0] � S[F1] - � Vs0 = S[F0]
�

S[F1].� �	����
 � � 
���#

$�� ������)���
�� �� ��� ���� ��� F0 < F1 # / 
��	�� �
���� �������� � ��� ��� 	
�� ��� ����� F �

��� ���� �� �����	��� (F0, F1) + F0 < F s < F1 � ����	�����
�� S[F s ] �� �	����
� �
�����# 0�� ��

�� ���������
� �� ����� � ��������� ������� ���� � 
 ������ 
�����%���� -�#1.+

F (x) = F0 +
1
2

� |e|2

� ��� � -�#2.# 3������ ����� 	������� �� ��� ��� �����
�	� -�#��. 	�������
� 	����� V ��

����	������ 	����� ����	�����
�� F0 # (��  ��� ��
����� � �!���"�� 	 ��	�� ��
�� �
�� �����

������� 	 � ��� ������ x 
�
��������� �� ����	�� ���
�� F0 # (� ���� 	���� 	����� V01 	�������

�����
�	�+

div � |x ��S 0
= 0 . -4#�.

5
�������� 
�
��	���� ����	�����
�� 
� ��������� F0 � �� � ������ � ���������� |e|2 = 0 � ���


���	��
�	��� ��������� ��
����� � �!���"�� 	 -�#��.# & 
��� 	�������� �
��	�� -4#�. �� ���

� ��
� �����	���� ��� ���� ����� ������ ����	�����
�� 	����� V01 �������	#

&���
��� ���� ��� � ����� ��������� ����	�����
�� S[F s ] 
� ��� ������ F � ��	��� F s �
[F0, F1]+

Q =
1

4�

�

S

|J |
|e|3

ea �x �

�e a d� � .

&�
�������
 � �� ���
�	���+

�x �

�e a =
1

|J |
� abc� ��� �e b

�x �

�e c

�x � .

3�
���

Q =
1

4�

�

S

|J |
|e|3

ea �x �

�e a d� � =
1

4�

�

S

1
|e|3

ea � abc� ��� �e b

�x �

�e c

�x � d� � = s(V)
1

4�

�

S2

1
|e|3

ead� a = s(V).

(�
������ �������� 
��	� 	  ��� 
�����%���� �����
 � � 
!��� ����� 
� Rs =
�

2|F s Š F 0| � 	 � ��

����� ����������
� ����	�� ���
�� S[F s] 	 
���	��
�	�� 
 -�#1.# ,�� ������ s(V) � "�����
������

	�������� ��	��� 
����� ����������� x � e ����
�� V 	 %�� ����� 
� Rs # *����
�� ������ ����

������� 
����� ����������� 6�78� 
������ 	 ��	�� ��
�� 	������� �
�� �� ��� ����� � �� ����� 


	��������� ��� ea
# (�
������ �� ����	�����
�� 	������� |e|2 = 2 |F s Š F 0| = const �
�� ������

�� 	���� ���� ��� Q 
���	��
�	� �� ����� 
� ���������� 	��������� ��� e/ |e| �� ����	�� ����


�� S � ��� 	 
	�� �������� ��	��  �����	�� � ��������
��� � Vs � ������������ ����	�����
���

S[F s]# & 
���  ���� ��
�� Q ��	�� ���	���  �����	�� ���������
��� � �	�����
�� S[F s] 6�78� �

� �
������� �	����
� 	�������� ������ 	 ������� ������������ ����	�����
��� S � � #�# 	�����

������ V # & ���������� 	������� ������ Q ��	�� 
 �����
��� �� ���� �  �����	�� � ��������
����

������ V +

Q = ± � (V) = ±
1
2

� (S[F s ]). -4#4.
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���� �� ������ ������	
� ������� 
�
�
� ��
�
����	
��� 
���	��������� ��� ��
��� ������

�������	��
��� ��������

����� � � ��� ����� ���	�� 	������������ ����� Vs0 � ������������ �����	��� ������

��� ����	��� S[F s] � S[F0]  � Vs0 = S0
�

S !� ��	� ��	������ ���� � ����� �"#�" �������� ����	
�

����$�" ���	�� Vs0 ������� � ����� %������������ �������� Q � ������������ ���	��&�����

 '�'!� 	��� (�������� ����	����	�� �#���	�� ������������ (	�� ������������	
"�

�� �	
��� �
�
�����
	�

)� �	
 V � ������
��� ����	�� 	���������� �� ���� � *��%�� +���� F (x) � � �����%�� S = � V �

����"$����� �� ����������"� ���#�� ������������	
" *��%�� F �� ��� ������ F0 � �� �	����

����	 � �#$�� ������ K �������� 	��� � ��� ����	��� x j , j = 1 , . . . , K � ,����� �������	��
��

��� ������������	� S+ � SŠ � ���	��	�	��"$�� ��������� *��%�� F � F+ = F0 + � F � FŠ = F0 Š
� F � � �� � F � #�� ������ ����� ��$��	������ ������ 	���� �	� ��������� � ������� VŠ � V 0 � V + �

� �� V+ � VŠ � �#���	� ����	����	��� ������������ �������� ����	 ��� S+ = � V+ � SŠ = � VŠ �

���	��	�	������

, ���� �������������	� ��	������ 	��� *��%�� +���� ����� V0Š � V0+ ����"	� � �� �	��

�� 	������������� ���� ���� )�(	��� ���	�� ����� �� (	�� 	������������ ���� ������

������������	�� �� ������"	� � ��� ����� ��� �	 ������ �������� F � [F ± � F ]  ������� � -#�����

��� ��� ����� ���� �� Q ��� ������������	��� ����$�� ���	�� V0+ ����� Q+ � ��� �������� ����	��

��� V0Š � ����� QŠ � )����
� ���	�� �� �	�� ���� V0+ � V0Š �������� ���� �� Q �� ����"	�

��� 	� (	�	 ����� �����	� � � �� �� �	 QŠ �� Q+ ��� ����� ��� ����� ���#�" ������������	
 V0 �

.��� �#������ ���#�� ������������	
 �#�����	 %������������ �������� ������ Q0 = Q+ Š QŠ �

��� ���"�	��%�� �� ����  /! ��������� ��������� �	��	��� 	������������ ����� ����������

��� ���#�� �������� ����	
" � � ���� �������� 	�� �� P3 � 0� ����  /! V (1)
0Š � V (2)

0Š � ��� ���������

�������	� ����� V0Š � � P1 � P2 � 	��� ( �	������� *��%�� F (x) �

,������� ������ �� ����� ����	�� ��� ����� �������� �� (��	�� �������� ���������	�� �����

����� � � � � ������
��� �������	� ���� ������ �����	� ��� ����� � �� ����� (	� ����� ����	
�

-	�" �� ����� �	� �	�� ���� ������
��� �������	� ���� � �� ���#�� ������������	� �����������

	� ���������	��� ���	���	
 ������ �� ��� ����� ���"� , (	�� ������ �����	������ ��	���� ��

������� �������� ������ �� ���#�� ������������	�� ����"	�� �������� 	���� �������� 	���

F � (	�� ������ �����	����"	 ��#�� 	������� ������ ��������� ± 1� ��� �	���� ���������

�	�� ���� ��� )� �� ����1��*��  � � � ������ � ( �	��������� 2��� �� ���#�� �������� ����	�

�������� ��� M �������� 	���� � �������� )�������1��*� � k , k = 1 , . . . , M � 	� ����	 ���	�

���	��&�����

Q+ Š QŠ = ±
	

� (V+ ) Š � (VŠ )



=
M�

k=1

� k ,  /��!
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��� ���	��������� ����� � ���	����� ���	�� ���	���� ���� � �����

� ������ ���	�� ��������� a � �����	
��� ������ ���	��������� ������ � ���� ���	����� ������

�� �������� b � ���	��������� ������� �������� �� ���� ������ �����	
��� �����

� ����� ���	����� ������ �� ��������

� �� �	

� ����� � �� ���
 �������
 �����
 ������ �������������� ��
�� ������ ���������

������ �������� �� ��� � !�

"� �����	#�� ��������� ����	��$

����� � � %������� ����� ���� � ���&!' �������������� �� �(��� ������ �������������

)	��*�� +���' �������� *������������ ���������' ��� ����� � ����� ����������� � ��
�#,(

������-���� �.��!�

/�������������, �������� �����' �������������� �� ������ �������������' �#� �� ������

���� ����������, 	������� ���0! �� ��( �����	�����, ���������� ����� F ' ��� ������� �

�������� ���� �� ���������� �����
� ������� � ��
' ��� �� ������ ������������� �� �� 
��

1 �� ���, ��������� ��������� 2�� ������� � ��
' ��� �� ��1��� ������ ������ � �	 ����

�������������� ����� �� ���� � ������ � �� �� ���,����� � ��
�#,( �������� �� ���,��� � �� ���

������ ���� ea(x, t) � 3�� ����' ����� �� ������ ������������ �� ���	��������� ������������

�����' ���� ����
� ����������, ���� �������� ea(x, t) �� � �1��� ����� � � �����
 ���������

��� )	��*�� �� �	��� ����� ��' ������#�� � ������� 2�� ���
�1�� ������,' ������,�	 ea(x, t)
��������� � ��
�#,( ������-���� ����!' ���	���(#�� �������' ����
�' � ���� �������,�

���� ����� )	��*�� �( x , t) � �( x , t) � ���4!�

5�� ����� ������������ 6���������
�� �' � ����� ����������� ����� ���������� � �������

��� �� � �� � ��
��,��� ��������(#�� ���� � �� ������ ������� ������� 5���������,��' ��� ����'

����� �������� ������������ ������������ ���� �� ������ ������������� ���	��������'

� ��� ��� �������
 � ����������� � �������� ���� ��' ��������
� � ���������� �����������

��
��,��� ��������(#�� ���� � �� ������� ���� ����	( ������������,�

"����,�	� ����!' ��
������� ���� � 
� 1�� �������, � ����$

�

� = �
|J |
|e|3

� �� � � F , �.��!

���$

� �� =
dx�

dea

dx�

dea . �.�.!

7�
��,��� ��������(#�� ���� D �� �(��� ������������� Si = �V i ' � ��
 �����' ������ �
���

���$

� n =
( � , �F )

|�F|
= �

|J |
|e|3|�F|

� �� � � F� � F = �
|J |

|e||�F|
. �.� !

8���, �����,������ ��1������$

� �� � � F� � F = |e|2,

����	(#�� �� ������-���� ����!�
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����� ���	
� ������� ������ S12 ������� � ��
����� ���� ������ 
�
������ �� ��� ���������

������ ����� V1 � V2 � � ��� S12 � �V 1
�

�V 2 �  	��
 ��! ���� D (1)
n � D (2)

n �
 ����� ���!
�����

���� 
������� Dn � ���� 
� �
 ���	�� �������������� ��������"� ��������"!� �������
!� �����

�� �	�
���� V1 # V2 � ��������������$

D (1)
n = lim

P ( � V1 ) � PS � S12

Dn , D (2)
n = lim

P ( � V2 ) � PS � S12

Dn ,

� �� ������" ����
 � ���
�
 	������ �� ��������
��������� ����� P � ��% 
��� ������ �����"�

����� V1 � V2 � �������������� &������ ���������� ����� ������"� 
� ���� '����
������ � ������

������"������ Dn $

D (1)
n = D (2)

n .

���� ����� �
!
 (������ F ������� � � �
�� ��� �� (������ |�F| ������"��
� ��� �� �
 P3
� )���

���
������� ������� ������"������ Dn � � 
%��� ����� PS � S12 '����
������ �
�������$

lim
P ( � V1 ) � PS � Si

|J |
�

2|F Š F 1|

�
�
�
�
�
P

= lim
P ( � V2 ) � PS � Si

|J |
�

2|F Š F 2|

�
�
�
�
�
P

, *��+,

� �� F1 � F2 � �
 ����� (������ F � '� ����!�!
� '��� ������ -�
� !��� � �� �������� � '��! �����

��.���� � ���� ����� ��� ��� ����������� ���	�� ������������� ���� �
 �
� ���!
�� !������ � �


�	�
��"��  ��� �
 �������� ��� �
 ���	"� �������������� ���	�
� J ���% �� ���"�"�
�� ��
���

� ������������ � �
�������!$

|J1|
|J2|

=

�
|F S Š F 1|

�
|F S Š F 2|

, *��/,

� �� FS = F (xS , t) � �
����� (������ F �
 �
��!
����
�!�� ���	�� ������� ������$ xS � Si �

J1 = lim
P ( � V1 ) � PS � Si

J � J2 = lim
P ( � V3 ) � PS � Si

J � 0��� (
�� ��
��� �
%�� � ����� ����� ����� ��� |J |

(
�������� ������
����� ��	�� !� �� �� ��
��
�
 �������� (������� � 
� '�� 	"�� ��� 

�� � 1�2�

0��� (
�� 	���� �
��!����� �
��� � �
���� ��
����

��� �"�������� ������� *��+, � *��/, �
 ���� ���	"� ������� ������� F 
� �� !�%�� 	"��

������������ ������ � ������"� ���� 
�� � � ����"� � ������ ������"������ !�% �� �� �"�������� ��

3 ���� '���� ��������
!� ���� � 	���� ������������� ����������� ����� F �

 ���
��� �
 '�� �
���%������ � �� 
�
����
�!$

���������	� 
 � �� ��� ���� � ��������� �
 ���� �����"� � ����"� �������������� �����
�

(������ F � ��!���� ������.���� *��4, � *��5, � �������� �
 �
%��� � ����� (������ ea(x, t) �

6 ���
 ��� � ������ �"�������� ������.���� *��+, � *��/, �
 ���� ���	"� ������������ ��� ���� �

������������� ��
������$

�
�x � �

� = div � = 4 �
n�

k=1

� k � (x Š xk ), *��5,

���� ���!� '�����!�!��� ������"� 
��� �
����
� 
��� � � � 
%��� �������� ���� � � �������������

��! 
����! � k � ����������"! �
� � �
��.� � ������������ � (��!���� *���,�

��
�
� �
��� ��
������ *��5, ������
����� ��	�� ��������� ������"� 
������ 7
%�
� ������

�
� ���� 
 	� ��� �
�
�� � ��	�
�"� ���
� � ��������� 
���
� �
��"� ± 1� ���� ����� ��
������

*��5, ��� �"�������� ��
����"� ������� *��+, � *��/, ����"�
�� ���� � �
 ���� ���������� ����

P3
� ��� !� %�� �
��!
����
�� �
� ������ ��
������ 8
������
 ��� �������� � (���
!��� 
������
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���	
� ���� � � � � ����	
� ���	�	
� ������ �����

����	
� ���	�	
� ����� ��� �����	�	� ���� � ��  	� ������ �
�! � �����"��� �
��#

�

� = J
� �� � � F

|e|3
=

N�

i =1

� i
r �

i

|r i |3
+ [rot h]� , �����

$ �� h % 	�� ������ $����� ������	�� ����� � i = ( Š1)m i
� mi % �
��� ���
&���!	�' �������		�'

(	��	
) ���
&� � � � � F � ���� � � � ����
	� �
 x i � r i = x Š x i �  x i % ��
� �%������ ���� �	
�

i %��) ��
�
�����) ����
 *�	���	��!	�$� ����	&
�� +��
 ���� roth �������
�! ���
(�� �	�)

�� �����	
 �� ������	�$� ����	&
� � #

roth =
1
c

� �

�t
, ���,�

�� 
���� ����	���	
�

� = � = Ec +
1
c

� �

�t
.

-���! c % 	�� ����� ������		�� 
��"�� ����� �������
 ���� � ����
�����) .������ �
	�
� ��

���� Ec ����	&
�!	�#

Ec = Š� � c,

$ ��

� c = Š
N�

i =1

� i

|r i |
, �����

������ ����� ����) ����
����
) ����	&
� �
����� �����	�' (� �����

/�(� �! �� �
**���	&
���	
� ����� �� �����	
 ��  	� 
	�������
����! � � ��� � �	� ���%

	�	
� 0� �����#

� �

�t
= Š4� j + crot � , �����

���
 ��
	��! � � ������ ����	���
 ��� j ����#

j = Š
1

4�
�
�t

�
N�

i =1

� i
r i

|r i |3



=
1

4�
�
�t

� � c, ���1�

 � � ������ 	�� � �		���
 �$	
�	�$� ���� ���
�
	�

� =
1
c

� h
�t

. ���2�

3(�� ����� �� ����) 
 ����) ����) ������ ��
'��
� � �����"���� ���	�	
"#

rot � = rot � = rotrot h =
1
c

� rot �

�t
. �����

3����� 
	���&
" �$	
�	�$� ���� �� *���� �� � = rot � � 4�� �����
����
 ��� ����!�

���	�	
� 0������# div � = 0 . ���5�

������	�� % ��������� ���	�	
� 0������ ��������� 
( ����� �����������"��) �����	��� �)#

rot � =
1
c

� �

�t
. ���6�

��
 .��� 	�� � �		���! �$	
�	�$� ���� H 
 
	���&

 B ���(	� ���
� ���	�	
��#

1
c2

� 2
�

�t 2 = rotrot � , ����7�

������� 
$��� ���! ����
�!	�$� ���	�	
�� 4�� ���	�	
� 	 ���� ���� ������� � ��  ��������

����  ��		�� 	�
�
�� � ����

 ���� h � ������	
� ���	�	
��� �'����
� � �������	���! ��%

����
����) �
����� ���	�	
)� ������� � (� �	 �� '�	�	
� (� ��#

��
�t

+ div j = 0 , ������

$�� ����	���
 ��� j 
 (� �� � ��������	� �����
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� ����� ���
�  ������������ � = rot � � � ��� �
� � ��	������ �� �	��	�!�	�
 ��� 	��" � �	#

��$���� �	 ��� ���� h � �!�	�	�
 ���% �&��� 
�� ��'� ����� �������!�� � 
����( ������

��� ���
	������ �" ��	�$���� ����
�����	����� ���
��� �
� ��
������� �� ���
�����$�


� �	���� 
����� �	
���	�%���� ��	�����( ��	�$���� ����
�����	���� � = µ0 � )  �� µ0 #

�	 ��
�	� �����*	���
% �	����	� +� ��� �&���
%�) $
� �
� �	
���	�%��� ��	������ � �	����


����� �����	���
�� ��	�����( ��� ���� h ����(�� � ���	,

rotrot h =
µ0

c2 h tt . ������

-
� �
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�����	����  ��
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�e a

�t
+ V � �e a

�x � = 0 , a = 1 , 2, 3. 9� �:

3� ��������� �������� ������ �����������% � � ����� ea
��������� �������� �������

������� 9������� ���)��: x 0��� ����������� � ������� ������� V  7 ��������� �	

9� �: ����� ��8

� F
�t

+ V � � F
�x � = 0 , 9� ;:

�� 	������� �� ���� �	����%���� 0���
�� F ������ ��� � � �� ����� ������� V  

<�������� 9� �: � ���% ��� �%� � �� ������	����� � � ����� � : x � e(x, t) �� ��� ,����

�	�����  ��	�� �� ��������� ��� V ����	 0���
�� ea(x, t) 8

V � = Š
�x �

�e a
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�t
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��	�����'�� �-� 	�#����	� �� ���#���# 	 	#��'�� �	� �	!!����"	��&��-� ��� ��� �� ������	�

��������	 J �
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� �� ������'���� ���#	���� ��)
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V0

|J |dV = const,
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3�����	� -��#���	%����-� ��������	� ��1� ���#������& ������	 �� �����-		 � ��������� #�4

� ��	� �� �� ��	���	� ���������1���� ��0����� 4 ������-	%���	� �%��� Vi $ � ���������%����#

����#����# 4 	� �����	# ���� �	��� �#$ ��������# 	 �������	�#)

X � = x � =
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V i

x � �JdV, U� =
dX �

dt
=
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V i

V � �JdV,

dU�

dt
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d2X �

dt2 =
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V i

�
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�t
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�x �

�
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dt
�JdV.
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�
1
2

|V |2 +
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+ � 0c�
�

Š � 0

�
V × rotA
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Š � 0c

�
1
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�t
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�x �

�
. %/�0'
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E � = Š
1
c

�A �

�t
Š

� �
�x � , B � = rot A .

#�� E, B � A ����
)�� � � ���" � , � , � , � , � ����
���� 
�!�"  ����� ���
����� 4 ��
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A =
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V i

A �JdV, B =
�

V i

B �JdV, E =
�

V i

E �JdV.

6� ������� 7��������������8 ��� A , B , E ������
���! �����)3�� ��
��.

A = A + A � , B = B + B � , E = E + E � .

+���! A � , B � , E �
2 ������
���� ���� ��� � ������� ��������
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�� ����� �
 � � �����*���� ���� �����
 ��� ������	 � �� ����� ������ �����)2

3�" ���.

d
dt

V = � 0E Š � 0

�
V × B

�
Š � X U + Fq. %/�:'

6� ���$���� ��	����� �
� ��
������ (!)��
 �
� �� ���" �
������ �
���3�"� � �  �����2

�
	����� ��� { B , E} � ��������!�� ������
����� ��� � ������
�� U .

U (X , t) =
�

|k |=0

1
|k!|

� |k |U(X , t)

�X k1
1 �X k2

2 �X k3
3

M k (t).

	 ��

U(x, t) = Š
1
2

|V |2 Š � t Š � 0c� , %/�;'

k = ( k1, k2, k3) 2 �� �!��������� |k | = k1 + k2 + k3 � |k !| = k1!k2!k3!�

M k = M k1 k2 k3 (t) =
�

V i

(x1 Š X 1)k1 (x2 Š X 2)k2 (x3 Š X 3)k3 �J.dV

��������!�
� ���
 Fq � ���)3
� ���.

F �
q =

�

V i

� 0

�
V � × B �

� �
�JdV,

� � �� �
���
����
�!�� � 
� ������
����
� ��
�� 
� 
�
�	���
� ��
�� 
�� ����� 
)3�� �
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���" ����� ��� ��� �� ������*���� ��
�����" (!)��
 �� ���
����� ��
�����"� #2

�����" ���� ����  ��� ���$���" � �� �
"�� � <�=�
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�� ������ � ��!� � ��� ��������� ���" ���� 
����
� ����#$ � %��	�
 �����
 �
��� 	
�


�
� 
���$���� � � �����&��$ � ���� ����	� � �
�� � A , B , E, U �

�� ��������� ������	��

'� �� � �
 �

�
(���� ���)� ����� ����� �
*
� ��
�
* ������ +�,����	�� � $�� +��	#��

� � ����� ������� ������ -�� ,�����
 �
��#���� U(x, t) �

�
(���� ���)�  
"�
 ���� ������

	�	 ��������� .	 
*�/

� t +
1
2

	
|� � |2 + 2 � 0(A , � � ) + � 2

0 |A |2



+ � 0c� + U = 0 . �0���

��� +��	#�� � � 	

��� ���������� �
*
� � %
 ������ +��	#�� ������� ��� ����#$ �

%��	�
 �����
 �
�� � �
��#���� � � � A � � �	 �����
 �
�� � �
��#���
 U � -��  �	 
�

������� �#�� ��� ,� 	��
�
 
������� ���� �	� ����# ��
* 1
 �� 
 � �� ��
�
* 
����������

�
��#���� U � �� 1
�� �, ��	

�$1 +�,����	�1 �

*��"����� 	

�$� �� �
 ��� "�� � �
	 � � �����

� ������
 +
� ���, �� 2��
 	��������	�� +
� � ��������� .	
*� ��& �
, 
"�
�� �����

�����
��� U 	�	 �
��#������� %������ �
�� ��
����� �
�	
��	� ����� �
��� 	��������	 
�

+�,�	� %
 ���������
� �
�1
��!�� 
*3�������� 4���	
� ��� 
�
� �
*$ �
����� �
 �1 
��!��


������� ��� �
��#���� U � ��
* 1
 �� $ �
�
�������$� ������
������

5 ���,� � ��
*�� 
� �$*
�� �
��#���� U 
 �� ��"�
� 
*�
������
� ���,���
� � 	 ���*�

�
�
��$ � ���
*��,
����� � %��	�
 �����$1 �
��#���
�� 5 	��������	
� %��	�
���� �	�

	���*�
�
��
� ���
*��,
����� �
��#���
�/

A � = A +
1
� 0

� 	, � � = � Š
1

c� 0
	 t


� ����� ���, ���$ �
�� ���� �" &��
��� � �� � ��������� 6�	 ������� -��  �	 
 ���
*��,
�

����� +��	#�� ������� � �
�"�� ����+
� ��
���� � �
 �������/

� � = � + 	.

-�� %
 ��	
��
� �
�� �����
�� V � 
� �
��$� �
��#��� U �� �, ���� �� � ����
� �
�
�$�

�
�	 
��	� �
��#���$ U � � �1 
�� 
����	
�
 � ��������� �0���� 
 � ��
 ���
*��,
����� �
� %
 ���������  
 "�
 *$�
 *$ �
�������� 	 ���*�
�
��
 � ���
*��,
����� �
��#��� U /

U � = U Š 	 t � 5 %
 ������ ��������� .	 
*� 
����� � ���, ���$ � ��� �
 �	 
�
��� �����
��

V � �
 *� �� �, ����
 �
�� ���� �" &��
�� %��	�����	
�
 �
�� E � ����
������
� 	���*�
�
��$�

���
*��,
����� �
��#���� U  ���� 	 ����� %��	�����	�1 �
��� �����������$ 
*��,
 �

7, %�1 �

*��"���� ����� � � �
 �$*
� �
��#���� U ��  
"� ,������ 
 �$*
�� %��	�

�
 �����$1 �
���� 8�	����	�� 	 �"�
 � 	 
�	���
 � �$*
�� +��	#�� U(x, t) *� �� �

���

��
��� 
������&���� 	����� ���� �	� ����#� 9�"��� �, %�1 	���� %	��������� ��*
�

����
� � � $���� �
 ��
 ������	�� ��+
� �#��� ���,����� � �
�� �����
�� V � ��  ����� �

��� ��*
 �$*
�� U � :
 �
��
� ��*�� *
��� ������
�
 ������
������ �
�	
��	�� � ������

�
��� ���������$ �
�" �� 
������� +���� ������$� �
��#��� F � 	

�$� � 
��������

��
 ���� +�,����	
�
 ��
�������� �
 ����� ���
*��,
������ 
� �����!�1 %
 �
��#���

���, ���$ � � ���� ���
*��,
������ �, ����!�� �
�� �����
�� V � ;�����#�
��$� 1���	��

+��	#�� U  $ ���� 
�� �
 �
�
� ���� ����
� ��*
$�

�� ��������� �������	�

5 ��� � � �����&��$ ��������� ���
�� � �� 	 �1  �	 
�
 �
 �1 
��� 	 �	 %
 �
��
*�
 
�����


� <�=� ��������$ 
*��,
 �
 ������� � ��������� >��������� ��� �
��
�$1 +��	#��/

� =
�

| �J |ei�/ � . �����

7��
��,�� �0���� � ���
 ������ ��
�$ � �$�������� � �
	�,$���� �� �
 +��	#�� ������ ��
�

����
��� ��������� >���������/

i �
� �
�t

=
1
2

	
Š i � � Š � 0A


 2
� +

	
� 0� Š UG



� , ���?�



�� �� �� �����	
�	

� �� � � ��	�
��� ����	��������� ���� �

UG = U Š
� 2

2
� |J |
|J |

. �����

�	���� � ��	
��	�� ������	� �	� | �J | �����
��	 ��� ���	
��	� �����	
��	
��� ���������
��

��
	���! "�#
����  ���	
�$�
��%

| �J | = |� |2, ���&�

�"��'�� (��� ���	� ���"�	�������! �"���� �����
��	 ��� �		��	����� ��� ���	��	 )��
�

("�
�� �����
�
�� �� 
�"*�� ���"�	�������" �����
�
��"�

+� � U ��	 	��
�! ��	�
��� UG �����	����	 ��*�! ��	�
��� 
�� �
����� 
���	�����

,��	 	��
���- ���� �� �	
�$�
�� � ����	��"�
�	
�"� ����� .��	�"� �	�	 ��		��
�! ��	�
�

��� 	 � / � ���/ �
 *�	 ���(

�" � ��	�
����" ����	 ���

��� �����

���������	� 
� 0�
���� ���1�� �����	����'� ��*�! 
��� ���
���! 2�
���� ��	���� 
�

�"��'� ���"�	�������! �"���� ������	�����	 ���
�
�� 3����
��� ����� ��	���� ���/�'�!�

�� � ����	��"�
�	
�" ����� ��	���� �������	�� ��
"������"� ��� � 
�"� ����"� A , B , E �

�� �������	� ��� �	���	����	� �����

+� ���
� �( �������'�# ���	���
�!� �

� 	����� �� ��� /�	 � ��*� ��	��	��

�" �*��

(�" ���
�
�� ��������� �! � ��
	���! 	����!� ����4" � 	�! �(�"����(�� � � �	� ���
�	� �

��
	���! 	������ 5�	��� � 	 � �" �� �# ���� �����	����'�� ��*�! 	������������� ���!��� �"��

�	 �� ���!�	� ���
�� ������ �� �����	� � 
���� � 
�"� �*6��	 "�� 	� � ���!�	� ��	���

���� �� �� ��
��
�" �# �	���	��
�" ���"�
	�" �����	� � ���	������� 	���� 2�
���� F � �	 ���

���" �	 ��
	���! 	����� �����	� � ��$ 	�� �	� ���"�	������ �� �����
�
�� ������	�
��	� � 
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�

�� ���	
��	 |J (x, t)|/ V0 "� /
� ���"	���	 � � ���� �	
��	 �*
��/�	 �	�	 �� �	��"�"

�
�	�� ���!��� 9� � �
	�����	 ��� ����
� �������	� � � ���"�	�������" �����
�
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�! ��
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��/�	 �� �	��"�" �
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�! 	����� �����	�� 	�� �	� � �����	���
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�� ��
"��� ��	�� 2��������	 
� ���� 2�
�"�
	� 
�! ����	�� ��
"���

� , � , � , � , � �  
�� �	���� ������ ���� E, B , A � ��	���� �� �����	�� ��� 2��"������
��

�����
4

�! ��
"��� ��	��� :��( "�/�� 2�
�"�
	 � 
�"� ����"� � ��
"������"� ���

��"� ��'��	���	 � ���� �� �� ���� ����
�� V 
�� �"�� ���(
� � ������
	
�" ����*�(��
��"

x � e(x, t) � ��	���� ���������	 ���� 2�
�"�
	� 
�! ����	����
"���� 7�� 	���� �	�*� ����

�����	 �	� ���( � 
��* #���"� 
!	� ���
�
�� ��� ��
"������# ����!�

="�	�"� �	� ��	�
��� � �� �����	� � � ���
�
��# ��
"��� � 2��"� ����(��� 
�! � ��*����

��� : �����! �	���
�� � ���
�
��# 2�
�"�
	� 
�! ����	����
"��� 
�����
�! ��	�
���

��(
���	 �( ��
��������'�# �����	���
�! � 2�
���� F � �����	� � �� ��
�����" ��	�
���

��" ���	�"� 	����
�# (������ ������'�# � ���	��"�""� 2�
�"�
	� 
��� ��	�
��� F �

8 ���� �	��� ��	�
��� � ����� �	 ��*��	 � 2��"� ��	�
��� � c �&��� � 	��
��	 � �� � ��*�

������ 	 ��� � 	��
��	 � �� ��*��� ��� �"��� � ���� ����� � ��� �! 2�
���� 	 � 	 ��� � = Š� c + 	 �

>	� �*������	 	��
�� ������
�� ��	��
�� �� 2�
�"�
	� 
�# � ��
"������# ����!� 8 �	�"

����� �( �"��� ��������
�� E ������	 ���
�
��%

divE = �� c + � 	 Š
�
�t

divA .



���������	 ��
������ � ��������� 
��� ������ �� ��

��� ����	 
���� ���
�� ���� �������� � ������� ��������������� ���������	 ���������

��� �����������	 
���� ������ ����������� ���������� 

� 	 =
�
�t

divA ,


��  ������� � � ������ ��������
���� �������������! "� ���� ���� A � = A Š� 	 ���� �� ��#

��$ �������%$ divA � = 0 	 � !�! A � = rot a	 � �� a ��������� � ���� �� ��������� ����! & ���� �� � ���

���� 

divE = 4 �
N�

k=1

� i � (x Š x i ).

��� �������� '�������� ��� ����
���� ����� �������$��� �������
��� � ������ ����#

������ ����� B  E ! "�������� �������� ��������������� ����% ��� (� ����
����� �

���������� E �� ����� ��������� ����)*����� ������������ �������� 

1
c2

� 2A
�t 2 = rot H ,

������� � ������ ���
�� ��(�� ������������ ��� �������� ��� ���� �����(*����� ���������

���� H ! +�� �������� ����
��� � ��
���� ��������� � ��������� ,-!�./ ����� ��������

� ���� �����% rot ! +�� �� ������� �� ��	 
�� ����
����  ��������������� ���� ������

�
��� �� ��(	 �� �� ����� ���� ��)�������� ���
�$���!

"�������� �� �������������� ����� ��0����$��� � ��
� ����� ����
���� �����

E, B , A 	 �� �������� ������ � ����������� ����)� ������ ���� ��������������� ��������#

����	 �� ���$
����	 �����(��	 ������ ���������������� �����%��� F  ���������� � ��

�������$ ���� � ! +� ���� ��������$� ����( ��� ��
�
��� ��� ���� # ���
���� ����������#

������ ����! 1���� �� ���� ������ ������ � ���	 ����$ ���� ���$� ���� ��������� ������

������� ����� � ��
� ����� ������ �������� ����
���� ����� ������ ��
�
��� ��� �#

���  ���
�� ����� 
���%	 ����������$)� ����� � ���� �� ������ � ��%��% �������
����

�
���! 2�� ���� �� ����� � 3�4	 ���%������� ������ � ������ � ��%��% �������� ��	 
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�
��� ��� ��� ������� � ������ ���������� �������! +�� ���� �� ���� ���(�� ����#

���������� ����
����� ����� ���� ��������	 ������� � ���� ����
���� ����� ��� �����

�� �������� ����������� �� � �������
��� �������! 5������������	 ��������������� ����

�� (�� ������������ ��� �����	 � �������� �������� ��������� ����� ���� � ������ ����

�������������	 � ����)�$ ��������  ��
���$��� ����$������ ���
�� ���������� ������#

��� ��0�����! 6���� �������� ���	 ��������� ����������� ������� � �������$)��� ���
���

� ���� �� ������ ����!

��� ������	
� ������� ���	���� ��
�� � �	����

��� ����	 
���� �������� ��)� ��������� ����  ������ � ������ ��
���� ����#
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