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Приведены задачи о сферическом движении тела под действием различных внешних нагрузок, зависящих от угловых
скоростей тела. Исследуется нестабильность движения тела, проявляющееся при вырождении связи между прира-
щениями производных функций. Рассмотрены случаи линейного и квадратичного сопротвления, а также задача о
вращении тела с жидкостью.
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1. Введение

Динамические уравнения сферического движения твердого тела с одной закрепленной точкой,
опубликованные Эйлером во втором томе трактата по аналитической механике в 1765 году, широко ис-
пользуются в практической и теоретической механике [1, 2]. Уравнения Эйлера составляют теоретиче-
скую основу для задач автоматики, гироскопии, применяются в геофизике для описания вращения Земли
и в машиностроении. Нелинейный характер уравнений Эйлера и необходимая точность решений задач
на их основе требуют внимательного отношения не только к решениям этих уравнений, но и к присущим
им особенностям, одна из которых исследуется ниже.

Движение с учетом линейного сопротивления

Дифференциальное уравнение сферического движения тела с тензором инерции

J =

 A 0 0

0 B 0

0 0 C

 ,
в локальной системе координат, совпадающей с главными осями инерции тела, имеет вид [3]

J ˙̄X + K̄ = M̄ + MrX̄, (1)

где точкой обозначена производная по времени, X̄ = [p, q, r]T – вектор проекции угловых скоростей на
подвижные оси координат, связанные с телом, K̄ = [(C − B)qr, (A − C)rp, (B − A)pq]T – нелинейная
составляющая уравнения, M̄ – постоянный момент. Матрица коэффициентов вязкого линейного сопро-
тивления в общем случае несимметричная

Mr =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .
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С такими предположениями уравнения имеют вид:

Aṗ+ (C −B)qr = M1 − a11p− a12q − a13r,
Bq̇ + (A− C)rp = M2 − a21p− a22q − a23r,
Cṙ + (B −A)pq = M3 − a31p− a32q − a33r.

(2)

Пусть в результате некоторого процесса, природа которого не рассматривается, угловые скорости и
ускорения за малый промежуток времени получили некоторые малые приращения p+∆p, q+∆q, r+∆r

ṗ + ∆ṗ, q̇ + ∆q̇, ṙ + ∆ṙ. Вариация (2) дает систему дифференциальных уравнений для приращений ∆p,
∆q, ∆r

A∆ṗ+ (C −B)(q∆r + r∆q) + a11∆p+ a12∆q + a13∆r = 0,

B∆q̇ + (A− C)(p∆r + r∆p) + a21∆p+ a22∆q + a23∆r = 0,

C∆ṙ + (B −A)(q∆p+ p∆q) + a31∆p+ a32∆q + a33∆r = 0.

Исследуя стабильность процесса, поставим для него обобщенную задачу Коши. Принимая прира-
щения ускорений ∆ṗ, ∆q̇, ∆ṙ за некоторые малые заданные величины, получаем, что приращения угло-
вых скоростей можно определить из решения неоднородной системы, сведя таким образом обобщенную
задачу Коши для приращений к классической a11 a12 + (C −B)r a13 + (C −B)q

a21 + (A− C)r a22 a23 + (A− C)p

a31 + (B −A)q a32 + (B −A)p a33


 ∆p

∆q

∆r

 = −

 A∆ṗ

B∆q̇

C∆ṙ

 . (3)

В те моменты времени, когда определитель системы равен нулю, связь приращений угловых скоро-
стей и их производных вырождается. Это означает, что в этот момент малые, или даже как угодно ма-
лые, возмущения ∆ṗ, ∆q̇, ∆ṙ вызывают неограниченно большие возмущения угловых скоростей. Такие
моменты будем связывать с нестабильностью движения, а соответствующие условия – точками неста-
бильности первого порядка (в соответствии с порядком задаваемой производной).

Безусловно, особенность подобного рода что-то должна означать для основного невозмущенно-
го процесса. Однако проявляется это не так явно, как в задачах устойчивости, так как здесь требуется
возмущение совершенно определенного вида, приложенного в соответствующий момент. Ранее это яв-
ление наблюдалось в задачах выпучивания идеальных (без начальных несовершенств) реологических
стержней, пластин и оболочек [4–9]. Явление нестабильности используется и в технологических расче-
тах [10–16].

Равенство нулю определителя дает следующее уравнение

a11(A− C)(A−B)p2 + a33(B − C)(A− C)r2 − a22(B − C)(A−B)q2+

+2pqr(B − C)(A− C)(A−B) + a11a22a33 = 0.
(4)

Рассмотрим случай сферического движения симметричного тела,A = B. Уравнение (4) упрощается

(A− C)r2 + a11a22 = 0. (5)

Полученное соотношение определяет условие нестабильности. Критическое же время можно по-
лучить, если есть интеграл уравнения движения. В случае Ковалевской [3], при котором A = B = 2C,
такой интеграл существует. Третье уравнение (2) при нулевом начальном условии имеет решение

r = (M3/a33)(exp(−2a33t/A)− 1).

С учетом этой функции из (5) следует значение времени, при котором наступает критический случай.
Введем относительные величины M ′

3 = M3/A, a′ii = aii/A, i = 1, 2, 3.

t = − 1

2a′33
ln
(

1− 2a′33
√
−a′11a′22/M ′

3

)
.



Анализ стабильности сферического движения при сложном реологическом сопротивлении 55

Рис. 1. Зависимость критического времени от постоянного момента. 1 — a′
11 = −2; 2 — a′

11 = −1

На рисунке (Рис. 1) представлены кривые этой зависимости, построенные при a′22 = 1, a′33 = −1.
Разные знаки коэффициентов вязкости, взятые здесь для примера, означают, что по одной оси внеш-
ние моменты раскручивают тело и растут с увеличением угловой скорости, а по другой – уменьшаются.
Очевидно, в других случаях решения для критического времени нестабильности в такой задаче нет.

С увеличением момента M3 критическое время падает, в пределе t = limM3→∞ = 0. Это соответ-
ствует смыслу задачи — нестабильность при больших моментах проявляется в первые секунды движе-
ния.

2. Нелинейное сопротивление

Учитывая квадратичный характер нелинейного сопротивления, проявляющегося в большом диапа-
зоне скоростей, добавим в правую часть (1) слагаемое MnȲ и запишем уравнения движения в виде

J ˙̄X + K̄ = M̄ + MrX̄ + MnȲ ,

где Ȳ = [p2, q2, r2]T ,

Mn =

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 .
Матрица системы уравнений, аналогичной (3), примет в этом случае вид a11 + 2b11p a12 + (C −B)r + 2b12q a13 + (C −B)q + 2b13r

a21 + (A− C)r + 2b12p a22 + 2b22q a23 + (A− C)p+ 2b23r

a31 + (B −A)q + 2b13p a32 + (B −A)p+ 2b23q a33 + 2b33r

 . (6)

Условие нестабильности, следующее из равенства нулю определителя этой матрицы, в случае диа-
гональных матриц сопротивления Mr и Mn при bii = µ, i=1,2,3, имеет простой вид

(2pµ+ a11)(2qµ+ a22)(2rµ+ a33) = 0. (7)

Очевидно, в отсутствии нелинейного сопротивления (µ = 0) нестабильность при такой постановке
задачи не проявляется.
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Сферическое движение твердого тела с жидкостью

Рассмотрим свободное движение твердого тела с жидкостью относительно центра масс. Уравнения
движения имеют вид [17]

Aṗ+ (C −B)qr = hp(C(A− C)(A+ C −B)r2 +B(A−B)(A+B − C)q2),

Bq̇ + (A− C)rp = hq(A(B −A)(B +A− C)p2 + C(B − C)(B + C −A)r2),

Cṙ + (B −A)pq = hr(B(C −B)(C +B −A)q2 +A(C −A)(C +A−B)p2),

(8)

где h = ρP/(νABC) – коэффициент, зависящий от геометрии (P,A,B,C) и реологических свойств ма-
териала тела ν.

Вариация (8) дает систему дифференциальных уравнений для приращений ∆p, ∆q, ∆r

A∆ṗ+ c11∆p+ c12∆q + c13∆r = 0,

B∆q̇ + c21∆p+ c22∆q + c23∆r = 0,

C∆ṙ + c31∆p+ c32∆q + c33∆r = 0,

(9)

где переменные коэффициенты, зависящие от угловых скоростей основного невозмущенного процесса,
обозначены как cij = cij(p, q, r). Анализируя стабильность процесса по отношению к возмущениям про-
изводных первого порядка [18–20], поставим для системы (8)–(9) обобщенную задачу Коши. Зададим
в начальных условиях значения производных ∆ṗ, ∆q̇, ∆ṙ. Для того, чтобы вычислить соответствующие
значения функций и свести обобщенную задачу к классической, придется выразить величины ∆p, ∆q, ∆r

через их скорости, решив систему (9) как линейную алгебраическую. В тех случаях, когда определитель
системы (9) обращается в ноль, появляются особые точки обобщенной задачи Коши [21, 22].

Для симметричного тела положимA = B. После некоторых преобразований определитель матрицы
системы примет вид (C−B)k, где k – положительная величина, зависящая от угловых скоростей. Таким
образом, нестабильность такого рода может возникнуть только приC = B при любых угловых скоростях
и параметрах P и ν.

Аналогично, можно поставить задачу о точке нестабильности второго порядка. Для этого продиф-
ференцируем систему уравнений (9) по времени

A∆p̈+ f11∆ṗ+ f12∆q̇ + f13∆ṙ + g11∆p+ g12∆q + g13∆r = 0,

B∆q̈ + f21∆ṗ+ f22∆q̇ + f23∆ṙ + g21∆p+ g22∆q + g23∆r = 0,

C∆r̈ + f31∆ṗ+ f32∆q̇ + f33∆ṙ + g31∆p+ g32∆q + g33∆r = 0,

(10)

где введены обозначения для коэффициентов fij = fij(p, q, r), gij = gij(p, q, r), громоздкие выражения
для которых получены в системе символьных преобразований Maple и здесь не приводятся.

Запишем систему (9)–(10) в матричном виде, отнеся в правую часть заданные ускорения

HX̄ = Ū .

Здесь X̄ = {∆p,∆q,∆r, ∆ṗ,∆q̇,∆ṙ}T , Ū = {0, 0, 0, A∆p̈, B∆q̈, C∆r̈}T . Приравнивая определи-
тель матрицы H к нулю, получим условие возникновения нестабильной точки 2-го порядка. Перейдем к
эйлеровым углам

Ap = L0 sin θ sinϕ, Bq = K sin θ cosϕ, Cr = L0 cos θ,

где ϕ — угол чистого вращения, θ — угол нутации, L0 — модуль вектора кинетического момента отно-
сительно закрепленной точки. Для x = cos2 θ получим уравнение для критического угла нутации

45x4 + 3(7b2 − 25)x3 + 3(3b4 + b2 + 20)x2 − (7b4 + 11b2 + 20)x− b2 = 0, (11)

где b = 1/(hL0C).
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3. Заключение

Стабильность движения или состояния анализируют в тех случаях, когда известные критические
состояния, например, потеря устойчивости, выпучивание, разрушение, резонанс и тому подобное в си-
стеме не обнаруживаются, но при этом на практике отмечаются некие «странные», необъяснимые на
первый взгляд, отклонения системы от теоретически предсказуемого поведения. Анализ нестабильности
— достаточно тонкий и еще до конца не исследованный подход к описанию механических систем. Если
математический алгоритм вполне очевиден и сводится к вариации уравнений движения или состояния,
выделению задаваемых величин возмущений и приравниванию нулю определителя, то физический смысл
явления еще скрыт в полной мере. Определенной надеждой на прорыв в этом направлении является воз-
можность исследования послекритического поведения системы. Для этого предполагается отказаться от
линеаризации возмущенного процесса, включив в уравнения как минимум квадраты приращений. Экспе-
риментальные же данные, подтверждающие факт существования нестабильности, получены на примере
нахождения условия выпучивания стержней, пластин и оболочек при ползучести [6]. Явление нестабиль-
ности, изученное здесь для процессов, протекающих во времени, может наблюдаться и в нелинейных за-
дачах с функциями, зависящими только от координат, например, в задаче о распределении напряжений
упругого тела [23].
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The formulation and physical meaning of the problems in the theory of stability is discussed. Given the examples of nonlin-
ear physical problems of different nature, partial differential equations of which admit the degeneration of the relationship
between derivatives of functions, leading to instability.
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