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В работе рассматривается метод точного анализа космологической динамики на ранней инфляционной
стадии эволюции Вселенной Фридмана, которая определяется динамикой скалярного поля для случая
минимального и неминимального взаимодействия поля и кривизны. Основу метода составляет приведение
уравнений динамики к одинаковому виду для всех моделей. Предложенный подход позволяет сопоставлять
модели, основанные на различных теориях гравитации.
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The method of exact analysis of cosmological dynamics at the early inflation stage of the evolution of the
Friedman Universe, which is determined by the dynamics of the scalar field for the case of minimal and
nonminimal interaction of the field and curvature is considered in this work. The basis of the method is to
reduce the equations of dynamics to the same form for all models. The proposed approach allows us to compare
models based on the different theories of gravity.
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Введение

Несмотря на то, что стандартные инфляционные сценарии, основанные на теории гравитации
Эйнштейна, успешно объясняют объясняют происхождение крупномасштабной структуры, анизо-
тропию реликтового излучения и механизмы образования элементарных частиц [1–5], то есть дают
последовательный метод объяснения происхождения Вселенной и ее дальнейшей эволюции, суще-
ствуют проблемы, выходящие за рамки такого подхода, например, природа темной энергии [6,7] на
стадии повторного расширения Вселенной или построение теории квантовой гравитации. По этой
причине, в настоящее время, рассматриваются космологические модели, основанные на модифи-
кациях гравитации Эйнштейна [7–9]. В рамках данного подхода, среди прочих, рассматриваются
скалярно-тензорные теории гравитации и гравитация Эйнштейна-Гаусса-Бонне (см., например,
[8, 9]).

Отметим, что скалярно-тензорные теории гравитации позволяют объяснить обе стадии уско-
ренного расширения без привлечения темной энергии. Также, скаляр Гаусса-Бонне возникает в
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низкоэнергетическом пределе супергравитационного действия для суперструн [8], и гравитацию
Эйнштейна-Гаусса-Бонне можно рассматривать как эффективную теорию квантовой гравитации.

Новые методы точных решений для космологических моделей со скалярно-тензорными теори-
ями гравитации и с гравитацией Эйнштейна-Гаусса-Бонне были изложены ранее в работах [10–14],
в которых, также, проводилось сопоставление со стандартными моделями как на уровне динамики,
так и по параметрам космологических возмущений.

При анализе эволюции Вселенной на стадии космологической инфляции важную роль играет
потенциал скалярного поля, который определяет характер инфляционных процессов и механизмы
генерации элементарных частиц после завершения инфляции, таким образом, основной задачей
данной работы является нахождение основных параметров, характеризующих модификации ОТО,
для случая известных физических потенциалов, которые рассматривались в стандартной космо-
логии. С этой целью предложен метод, позволяющий привести уравнения динамики в случае мо-
дифицированных теорий гравитации к стандартным уравнениям космологической инфляции с
гравитацией Эйнштейна.

В первой части работы приводятся уравнения динамики в общем виде, включающие неми-
нимальное взаимодействие скалярного поля и скаляров Риччи и Гаусса-Бонне, также функция,
определяющая взаимодействие поля и его кинетической энергии. Во второй части рассматрива-
ется метод генерирования новых точных решений из известных для моделей с минимальным вза-
имодействием. В третьей части приводятся точные решения для моделей со скалярно-тензорной
гравитацией для потенциала Хиггса и рассматривается общий метод получения точных решений.
В четвертой части рассматриваются модели инфляции с гравитацией Эйнштейна-Гаусса-Бонне,
показано влияние неминимального взаимодействия на потенциал скалярного поля и приводится
расчет параметров, характеризующих такой тип гравитации, для потенциала 𝑉 (𝜑) ∝ cosh2(𝐴𝜑).

1. Уравнения космологической динамики во Вселенной Фридмана

Вначале запишем действие, которое определяет динамику скалярного поля на стадии космо-
логической инфляции в системе единиц 8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√−𝑔
[︂
1

2
𝐹 (𝜑)𝑅− 1

2
𝜔(𝜑)𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)− 1

2
𝜉(𝜑)𝑅2

𝐺𝐵

]︂
, (1)

где 𝑅 – скаляр Риччи, 𝜑 – скалярное поле и 𝑉 (𝜑) – его потенциал, функция 𝜔(𝜑) определяет
взаимодействие поля и его кинетической энергии, 𝜉(𝜑) определяет взаимодействие скалярного поля
и скаляра Гаусса-Бонне 𝑅2

𝐺𝐵 = 𝑅𝜇𝜈𝜌𝜎𝑅
𝜇𝜈𝜌𝜎 − 4𝑅𝜇𝜈𝑅

𝜇𝜈 +𝑅2.
Для случая однородной, изотропной, пространственно плоской вселенной Фридмана, геомет-

рия которой определяется метрикой Фридмана-Робертсона-Уокера

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)
(︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2

)︀
, (2)

получим уравнения динамики в следующем виде [15]

3𝐹𝐻2 + 3𝐻𝐹̇ − 𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑)− 12𝐻3𝜉 = 0, (3)

3𝐹𝐻2 + 2𝐻𝐹̇ + 2𝐹𝐻̇ + 𝐹 +
𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑)− 8𝐻3𝜉 − 8𝐻𝐻̇𝜉 − 4𝐻2𝜉 = 0, (4)

𝜔𝜑+ 3𝜔𝐻𝜑̇+
1

2
𝜑̇2𝜔′

𝜑 + 𝑉 ′
𝜑 − 6𝐻2𝐹 ′

𝜑 − 3𝐻̇𝐹 ′
𝜑 + 12𝐻4𝜉′𝜑 + 12𝐻2𝐻̇𝜉′𝜑 = 0, (5)

где точка означает производную по времени, параметр Хаббла 𝐻 = 𝑎̇/𝑎, 𝑉 ′
𝜑 = 𝑑𝑉/𝑑𝜑.

Из трех уравнений (3)–(5) только два являются независимыми, поэтому динамику Вселенной
на стадии инфляции можно рассматривать на основе системы из двух нелинейных дифференци-
альных уравнений для различных случаев взаимодействия скалярного поля и кривизны. Таким
образом, для анализа космологической динамики на ранней стадии эволюции Вселенной будем
использовать первые два уравнения (3)–(4).
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2. Точные решения в моделях с минимальной связью

Рассмотрим случай 𝜉 = 0, 𝐹 = 1, который соответствует минимальному взаимодействию
скалярного поля и кривизны или теории гравитации Эйнштейна.

В таком случае, уравнения динамики (3)–(4) можно записать в следующем виде

3𝐻2 =
𝜔(𝜑)

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑), (6)

𝐻̇ = −𝜔(𝜑)
2

𝜑̇2. (7)

В контексте моделей с минимальным взаимодействием, как правило, рассматривается случай
𝜔 = 1, однако, также можно рассматривать и модели с новым скалярным полем 𝜙 =

∫︀ √︀
𝜔(𝜑)𝑑𝜑,

таким образом, имеем аналогичные уравнения для скалярных полей 𝜑 и 𝜙 с различными потен-
циалами и параметрами Хаббла.

Во многих работах ранее рассматривались различные способы решения системы уравнений
(6)–(7), большое количество точных решений приведено в обзоре [16], классификация методов точ-
ных решений рассматривалась в работе [17]. В данном случае, воспользуемся методом, связанным
с выбором параметра Хаббла (или масштабного фактора), что означает восстановление эволюции
скалярного поля и его потенциала по заданной динамике.

Для этого запишем систему уравнений (6)–(7) для случая 𝜔 = 1 следующим образом

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (8)

𝜑̇2 = −2𝐻̇. (9)

Таким образом, задавая параметр Хаббла, соответствующий ускоренному расширению Все-
ленной из системы уравнений (8)–(9) получим точные решения уравнений динамики. Некоторые
точные решения, приведенные в работе [16], на основе которых предлагаются различные сценарии
ранней Вселенной, представлены в таблице 1.

Таблица 1
Точные решения в космологических моделях с минимальным взаимодействием. Скалярное поле
записывается с учетом его начального значения 𝜑− 𝜑0 → 𝜑

Параметр Хаббла Эволюция скалярного поля Потенциал скалярного поля

𝐻(𝑡) = −𝐴𝑡+𝐵 𝜑(𝑡) = ±
√
2𝐴𝑡 𝑉 (𝜑) = 3

(︂
∓
√︁

𝐴
2
𝜑+𝐵

)︂2

−𝐴

𝐻(𝑡) = 𝐵 exp(−𝐴𝑡) 𝜑(𝑡) =
√︁

8𝐵
𝐴

exp
(︀
−𝐴

2
𝑡
)︀

𝑉 (𝜑) = 3𝐴
8
𝜑2
(︀
𝐴
8
𝜑2 −𝐴

)︀

𝐻(𝑡) = −𝐴𝐵
3

tan(𝐴𝑡) 𝜑(𝑡) =
√︁

2𝐵
3

ln
√︁

1+sin(𝐴𝑡)
1−sin(𝐴𝑡)

𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵(𝐵−1)
3

cosh2
(︁√︁

3
2𝐵

𝜑
)︁
− 𝐴2𝐵2

3

𝐻(𝑡) = 𝐴𝐵
3

tanh(𝐴𝑡) 𝜑(𝑡) =
√︁

− 2𝐵
3

arcsin(tanh(𝐴𝑡)) 𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵
3

(︁
𝐵 sin2

√︁
− 3

2𝐵
𝜑+ cos2

√︁
− 3

2𝐵
𝜑
)︁

𝐻(𝑡) = 𝐴2𝐵 coth(2𝐵𝑡) 𝜑(𝑡) = 𝐴 ln(tanh(𝐵𝑡)) 𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵2
[︀
(3𝐴2 − 2) cosh2

(︀
𝜑
𝐴

)︀
+ 2
]︀

𝐻(𝑡) = 𝐴2𝐵 cot(2𝐵𝑡) 𝜑(𝑡) = 𝐴 arctan(cos(2𝐵𝑡)) 𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵2
[︀
(3𝐴2 − 2) cosh2

(︀
𝜑
𝐴

)︀
− 3𝐴2

]︀

𝐻(𝑡) = 𝐵
3𝑡

− 𝐴
3𝐵

𝜑(𝑡) =
√︁

2𝐵
3

ln(𝑡) 𝑉 (𝜑) = 𝐵(𝐵−1)
3

(︃
𝑒−2

√︁
3

2𝐵 𝜑 − 2𝐴𝑒
−

√︂
3

2𝐵
𝜑

𝐵(𝐵−1)

)︃
+ 𝐴2

3𝐵2

𝐻(𝑡) = 𝐴
[︀
𝐵+4
6𝐴𝐵

𝑡
]︀− 𝐵

𝐵+4 𝜑(𝑡) =
[︀
𝐵+4
6𝐴𝐵

𝑡
]︀ 2
𝐵+4 𝑉 (𝜑) = 3𝐴2𝜑−𝐵

(︁
1− 𝐵2

6
𝜑−2

)︁

𝐻(𝑡) = 𝐴2𝐵
6

coth3(𝐵𝑡) 𝜑(𝑡) = 𝐴
sinh(𝐵𝑡)

𝑉 (𝜑) = 𝐵2

12𝐴2 𝜑
2(𝜑2 +𝐴)

(︁
𝜑4

𝐴2 + 2𝜑2 +𝐴2 − 6
)︁

𝐻(𝑡) = 𝐶 ln(𝐴𝑡+𝐵) 𝜑(𝑡) =
√︁

− 8𝐶
𝐴
(𝐴𝑡+𝐵) 𝑉 (𝜑) = 3𝐶2 ln2

(︀
− 𝐴

8𝐶
𝜑2
)︀
− 8𝐶2

𝜑2

Для генерирования новых точных решений из известных рассмотрим преобразования общего
вида (𝐻,𝑉, 𝜑) → (𝐻,𝑈, 𝜙) [17].

Далее, рассмотрим преобразование параметра Хаббла

𝐻 = 𝑓(𝑡)𝐻, (10)
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где 𝑓(𝑡) – произвольная функция времени.
С учетом уравнений (8)–(9), получим

𝑈(𝜙) = 3𝐻2𝑓2 +
𝑑

𝑑𝑡
(𝑓𝐻), (11)

1

2
𝜙̇2 = − 𝑑

𝑑𝑡
(𝑓𝐻) =

1

2
𝜑̇2
(︂
𝑓 + 2𝑓

𝐻

𝐻̇

)︂
=
𝜔(𝜑)

2
𝜑̇2. (12)

Таким образом, переход от старых решений к новым осуществляется на основе выбора функ-
ции 𝜔(𝜑) ≡ 𝜔(𝐻(𝑡)) в уравнении

𝑓 + 2𝑓
𝐻

𝐻̇
= 𝑓(𝐻) + 𝑓 ′𝐻𝐻 = 𝜔(𝐻(𝑡)). (13)

Для случая постоянной функции 𝜔(𝐻(𝑡)) = 𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, из уравнения (13), получим

𝑓(𝐻(𝑡)) = 𝑛+
𝜆

𝐻
, (14)

где 𝜆 – постоянная интегрирования.
Таким образом, с учетом уравнений (10)–(12), запишем соотношения между новыми и исход-

ными точными решениями для функции (14)

𝐻 = 𝑛𝐻 + 𝜆, (15)

𝑎(𝑡) = 𝐶𝑎𝑛(𝑡) exp(𝜆𝑡), 𝐶 = 𝑎0/𝑎
𝑛
0 , (16)

𝑈(𝜙) = 3𝑛2𝐻2 + 6𝜆𝑛𝐻 + 𝑛𝐻̇ + 3𝜆2, (17)

𝜙 = ±√
𝑛𝜑, (18)

где знак параметра 𝑛 определяет связь между моделями с каноническими и фантомными полями.
Продемонстрируем данный метод на примере модели с потенциалом Хиггса и параметром

Хаббла 𝐻(𝑡) = 𝐵 exp(−𝐴𝑡), которому соответствует масштабный фактор 𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp
(︀
−𝐵
𝐴𝑒

−𝐴𝑡)︀,
подразумевающий двойное экспоненциальное расширение для случая 𝐴 < 0.

На основе преобразований (15)–(18) запишем новые точные решения

𝐻 = 𝑛𝐵 exp(−𝐴𝑡) + 𝜆, (19)

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
𝜆𝑡− 𝑛𝐵

𝐴
𝑒−𝐴𝑡

)︂
, (20)

𝜙 = ±
√︂

8𝑛𝐵

𝐴
exp

(︂
−𝐴

2
𝑡

)︂
, (21)

𝑈(𝜙) =
3𝐴2

64
𝜙4 +

(︂
3𝐴𝜆

4
− 𝐴2

8

)︂
𝜙2 + 3𝜆2, (22)

то есть получаем потенциал Хиггса с другой динамикой, также, для случая 𝜆 = 𝐴/6 получим
потенциал

𝑈(𝜙) =
3𝐴2

64
𝜙4 + 3𝜆2, (23)

соответствующий хаотической инфляции.
Отметим, что, записывая исходные уравнения (8)–(9) в контексте метода Иванова-Салопека-

Бонда, описание которого приводится в обзоре [16],

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2
𝜑 , (24)

𝜑̇ = −2𝐻 ′
𝜑, (25)

можно представить уравнение (17) в терминах скалярного поля

𝑈(𝜙(𝜑)) = 3𝑛2𝐻2 + 6𝜆𝑛𝐻 − 2𝑛𝐻 ′2
𝜑 + 3𝜆2. (26)

Также, на основе уравнений (11)–(13) можно рассматривать более сложные преобразования
точных космологических решений в моделях с минимальным взаимодействием посредством выбо-
ра функций 𝜔(𝐻(𝑡)) или 𝑓(𝑡).
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3. Космологические модели со скалярно-тензорной гравитацией

Скалярно-тензорные теории гравитации являются возможной альтернативой гравитации Эйн-
штейна для описания динамики Вселенной, в контексте которых, проблема интерпретации темной
энергии на повторной стадии ускоренного расширения решается за счет модификации ОТО.

В данном случае, будем рассматривать материальные скалярные поля, такой подход основан
на возможности конформного преобразования метрики 𝑔𝜇𝜈 = 𝐹 (𝜑)𝑔𝜇𝜈 , то есть перехода от пред-
ставления Йордана (которому соответствуют геометрические скалярные поля) к представлению
Эйнштейна [9].

В случае космологических моделей со скалярно-тензорной гравитацией 𝜉 = 0, 𝜔 = 𝜔(𝜑),
𝐹 = 𝐹 (𝜑) запишем уравнения динамики (3)–(4) в виде

𝜔(𝜑)

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) = 3𝐹𝐻2 + 3𝐻𝐹̇ , (27)

𝜔(𝜑)𝜑̇2 = 𝐻𝐹̇ − 2𝐹𝐻̇ − 𝐹 . (28)

Далее, на основе следующего представления функций 𝐹 (𝜑) и 𝜔(𝜑)

𝐹 (𝑡) = 1− 𝛽𝑆𝑇
𝑎2(𝑡)

, 𝐹 (𝜑) = 1− 𝛽𝑆𝑇
𝑎2(𝜑)

, (29)

𝜔(𝑡) = 1− 𝛽𝑆𝑇

(︂
3𝐻2

𝐻̇𝑎2

)︂
, 𝜔(𝜑) = 1 + 3𝛽𝑆𝑇

(︂
𝐻

𝑎𝐻 ′

)︂2

, (30)

где 𝛽𝑆𝑇 – постоянный параметр, определяющий неминимальное взаимодействие для случая
скалярно-тензорных теорий гравитации, получим уравнения, аналогичные (8)–(9)

𝑉 (𝑡) = 3𝐻2 + 𝐻̇, 𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 − 2𝐻 ′2, (31)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, 𝜑̇ = −2𝐻 ′. (32)

В качестве примера рассмотрим исходную модель с гравитацией Эйнштейна и потенциалом
Хиггса (19)–(22).

Из уравнений (29)–(30) получим

𝐹 (𝜙) = 1− 𝛽𝑆𝑇
𝑎20

(︂
𝐴𝜙2

8𝑛𝐵

)︂2𝜆/𝐴

exp

(︂
1

4
𝜙2

)︂
, (33)

𝜔(𝜙) = 1 +
3𝛽𝑆𝑇
𝑎20𝐴

2

(︂
𝐴𝜙+

8𝜆

𝜙

)︂2(︂
𝐴𝜙2

8𝑛𝐵

)︂2𝜆/𝐴

exp

(︂
1

4
𝜙2

)︂
. (34)

Таким образом, на основе уравнений (29)–(32), можно транслировать точные решения из
моделей с минимальным взаимодействием на случай скалярно-тензорных теорий гравитации и
получать соответствующие параметры таких теорий.

4. Модели с неминимальной связью скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне

Для случая моделей с неминимальной связью скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне, ко-
торому соответствует 𝐹 = 1 в уравнениях (3)–(4), получим уравнения динамики в следующем
виде

3𝐻2 =
𝜔(𝜑)

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) + 12𝜉𝐻3, (35)

− 2𝐻̇ = 𝜔(𝜑)𝜑̇2 − 4𝜉𝐻2 − 4𝜉𝐻(2𝐻̇ −𝐻2). (36)

Для поиска точных решений представим эту систему уравнений в терминах генерирующей
функции 𝑔(𝑡)

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 5𝐻𝑔 + 𝐻̇ + 𝑔̇, (37)
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𝜔(𝜑)

2
𝜑̇2 = 𝐻𝑔 − 𝐻̇ − 𝑔̇, (38)

𝑔 = −2𝜉𝐻2. (39)

Отметим, что функция 𝑔 определяет различие между параметрами Хаббла для случая гра-
витации Эйнштейна (или минимального взаимодействия) и Эйнштейна-Гаусса-Бонне 𝑔 = 𝐻𝐸 −𝐻,
в случае 𝑔 = 0 уравнения (37)–(38) переходят в (8)–(9) и 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Далее, рассмотрим, отдельно, два случая:
∙ Случай 𝜔(𝜑) = 1.
Для данного случая рассмотрим функцию 𝑔, которую определим из уравнения

𝐻𝑔 − 𝑔̇ = 0, (40)

то есть 𝑔(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝛼𝐺𝐵 , где 𝛼𝐺𝐵 – постоянный параметр, определяющий взаимодействие поля и
скаляра Гаусса-Бонне.

В данном случае, из (37)–(39), получим систему уравнений

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇ + 6𝑎̇𝛼𝐺𝐵 , (41)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, (42)

𝜉 = −
(︁𝛼𝐺𝐵

2

)︁ 𝑎3
𝑎̇2

. (43)

Таким образом, потенциал, в данном случае, будет отличаться от потенциала скалярного
поля в моделях с гравитацией Эйнштейна на слагаемое 𝑈𝐺𝐵 = 6𝑎̇𝛼𝐺𝐵 , которое появляется за счет
взаимодействия поля и скаляра Гаусса-Бонне.

Для иллюстрации влияния неминимального взаимодействия скалярного поля и скаляра
Гаусса-Бонне рассмотрим модель с квадратичным потенциалом и параметром Хаббла 𝐻(𝑡) =

−𝐴𝑡+𝐵 из Таб. 1, которому соответствует масштабный фактор

𝑎(𝑡) = 𝑎0 exp

(︂
𝐵𝑡− 𝐴

2
𝑡2
)︂
. (44)

Из уравнений (41) и (43), для случая 𝜑(𝑡) =
√
2𝐴 𝑡, получим

𝑉 (𝜑) = 3

(︃
−
√︂
𝐴

2
𝜑+𝐵

)︃2

+ 6𝑎0𝛼𝐺𝐵

(︃
−
√︂
𝐴

2
𝜑+𝐵

)︃
exp

(︂
𝐵𝜑√
2𝐴

− 1

4
𝜑2
)︂
−𝐴, (45)

𝜉(𝑡) =
𝑎0𝛼𝐺𝐵

2

⎡
⎣
exp

(︁
𝐵2−(𝐴𝑡−𝐵)2

2𝐴

)︁

𝐴(𝐴𝑡−𝐵)
+

√︂
𝜋

2𝐴3
𝑒

𝐵2

2𝐴 𝑒𝑟𝑓

(︂
𝐴𝑡−𝐵√

2𝐴

)︂⎤
⎦+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (46)

𝜉(𝜑) =
𝑎0𝛼𝐺𝐵

2

⎡
⎢⎢⎣
exp

(︂
1
2𝐴

(︂
𝐵2 −

(︁√︁
𝐴
2 𝜑−𝐵

)︁2)︂)︂

𝐴
(︁√︁

𝐴
2 𝜑−𝐵

)︁ +

√︂
𝜋

2𝐴3
𝑒

𝐵2

2𝐴 𝑒𝑟𝑓

⎛
⎝

√︁
𝐴
2 𝜑−𝐵
√
2𝐴

⎞
⎠

⎤
⎥⎥⎦+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (47)

Потенциалы (45) для случая теории гравитации Эйнштейна и гравитации Эйнштейна-Гаусса-
Бонне приведены на Рис. 1, при построении графиков учитывалась ненулевая энергия вакуума,
то есть 𝑉 → 𝑉 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Таким образом, взаимодействие скалярного поля и скаляра Гаусса-Бонне создает дополни-
тельное состояние фальшивого вакуума, из которого скалярное поле переходит в состояние истин-
ного вакуума. Такой тип потенциалов часто рассматривается в контексте теории струн и супергра-
витации [8], что соответствует исходному утверждению о том, что скаляр Гаусса-Бонне возникает
в низкоэнергетическом пределе действия для струн.

∙ Случай 𝜔(𝜑) ̸= 1.
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Рис. 1. Потенциал 𝑉𝐸 для случая гравитации Эйнштейна с параметром 𝛼𝐺𝐵 = 0 и потенциал 𝑉𝐺𝐵 ,
соответствующий гравитации Эйнштейна-Гаусса-Бонне с параметром 𝛼𝐺𝐵 = 1.

Для данного случая рассмотрим функцию 𝑔, которую определим из уравнения

5𝐻𝑔 + 𝑔̇ = 0, (48)

то есть 𝑔 = 𝑎−5𝛼𝐺𝐵 .
Таким образом, на основе следующего представления функций 𝑔(𝑡) и 𝜔(𝑡)

𝑔 = 𝑎−5𝛼𝐺𝐵 , 𝜔(𝑡) = 1− 𝛼𝐺𝐵

(︂
6𝑎̇

𝐻̇𝑎6

)︂
, (49)

получим систему уравнений
𝑉 (𝜑) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (50)

𝜑̇2 = −2𝐻̇, (51)

𝜉 = − 𝛼𝐺𝐵
2𝑎3𝑎̇2

, (52)

что также позволяет использовать точные решения, приведенные ранее, для космологических мо-
делей с гравитацией Эйнштейна-Гаусса-Бонне.

Для модели, определяемой параметром Хаббла 𝐻(𝑡) = 𝐴2𝐵 coth(2𝐵𝑡) c постоянной 𝐴 =
√︀

8/5,
получим

𝜉(𝑡) =
25𝛼𝐺𝐵

128𝑎50𝐵
3 tanh(4𝐵𝑡)

+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (53)

𝜔(𝑡) = 1 +
3𝛼𝐺𝐵 cosh(2𝐵𝑡)

𝑎50𝐵 sinh3(2𝐵𝑡)
. (54)

После подстановки обратной зависимости 𝑡 = 𝑡(𝜑) получим функции

𝜉(𝜑) =
25𝛼𝐺𝐵
128𝑎50𝐵

3

⎡
⎣1
4
cosh

(︂
𝜑

𝐴

)︂
+

1

cosh
(︁
𝜑
𝐴

)︁

⎤
⎦+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (55)

𝜔(𝜑) = 1 +
3𝛼𝐺𝐵
8𝑎50𝐵

[︂
2 cosh3

(︂
𝜑

𝐴

)︂
− 3 cosh

(︂
𝜑

𝐴

)︂]︂
, (56)

которые соответствуют потенциалу 𝑉 (𝜑) = 𝐴2𝐵2
[︁
(3𝐴2 − 2) cosh2

(︁
𝜑
𝐴

)︁
+ 2
]︁

в космологических мо-
делях с гравитацией Эйнштейна-Гаусса-Бонне.
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5. Заключение

В данной работе рассматривались методы получения новых точных решений уравнений кос-
мологической динамики на ранней (инфляционной) стадии эволюции Вселенной из известных.
Предложенный подход позволяет использовать решения, полученные для случая минимального
взаимодействия скалярного поля и кривизны (гравитации Эйнштейна) для генерирования новых
решений в такого же типа моделях с неминимальным взаимодействием, включающим скалярно-
тензорные теории гравитации и гравитацию Эйнштейна-Гаусса-Бонне.

Поскольку физические механизмы реализации инфляционного сценария непосредственно свя-
заны с потенциалом скалярного поля, предложенный подход направлен на использование точных
решений для физических потенциалов, полученных в стандартных космологических моделях для
обобщения на модели с модифицированной гравитацией.

Также отметим, что предложенный подход можно использовать в рамках приближенных ме-
тодов, таких как приближение медленного скатывания [18], с нивелированием вклада кинетической
энергии поля в динамику Вселенной на стадии инфляции, или кинетическое приближение, подра-
зумевающее квазилинейную связь кинетической энергии скалярного поля и параметра состояния,
рассмотренное в работах [19,20].

Очевидно, что анализ космологической динамики может быть проведен и без связи со стан-
дартными космологическими моделями, однако, наличие такой связи позволяет рассматривать
модифицированные теории гравитации как некоторое параметризованное расширение ОТО, свя-
занное со значением постоянных 𝛽𝑆𝑇 и 𝛼𝐺𝐵 .
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