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Ââåäåíèå

Àñòðîôèçè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ïîñëåäíèõ ëåò ãîâîðÿò î òîì, ÷òî â öåíòðàõ ãàëàêòèê íàõîäÿò-

ñÿ ñâåðõìàññèâíûå êîìïàêòíûå îáúåêòû, êîòîðûå íà äàííûé ìîìåíò îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî ñâåðõ-

ìàññèâíûìè ÷åðíûìè äûðàìè. ×åðíàÿ äûðà � îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè, ãðàâèòàöèîííîå

ïðèòÿæåíèå êîòîðîé íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî ïîêèíóòü åå íå ìîæåò äàæå ñâåò. Èçó÷åíèå òàêèõ îáú-

åêòîâ ïðåäñòàâëÿåò äëÿ ñîâðåìåííîé ôèçèêè îãðîìíûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü

ÿâëÿåòñÿ ëè îáùåïðèíÿòàÿ íà äàííûé ìîìåíò òåîðèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà âåðíîé.

×åðíûå äûðû, êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, áûëè îòêðûòû Êàðëîì Øâàðöøèëüäîì

â 1915 ãîäó è ïåðâîå âðåìÿ ñ÷èòàëèñü ëèøü òåîðåòè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Îäíàêî çà ïîñëåäíèå äå-

ñÿòèëåòèÿ íàêîïèëîñü î÷åíü ìíîãî íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ, ïîäòâåðæäàþùèõ, ÷òî ÷åðíûå äûðû

ñóùåñòâóþò, õîòÿ äî íåäàâíåãî âðåìåíè íèêòî íà ïðÿìóþ íå �âèäåë� ÷åðíóþ äûðó. Êîíå÷íî, ñà-

ìó ÷åðíóþ äûðó óâèäåòü íåâîçìîæíî, îäíàêî îíà îáëàäàåò íàñòîëüêî ñèëüíûì ãðàâèòàöèîííûì

ïîëåì, ÷òî ëó÷è ñâåòà, ïðîõîäÿùèå ìèìî ÷åðíîé äûðû, íå òîëüêî çàõâàòûâàþòñÿ åþ, íî è î÷åíü

ñèëüíî îòêëîíÿþòñÿ è äàæå ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî öèêëè÷åñêèì îðáèòàì. Çà ñ÷åò ýòîãî äàëåêèé

íàáëþäàòåëü áóäåò âèäåòü ÷åðíóþ äûðó, êàê òåìíîå ïÿòíî íà ôîíå èñòî÷íèêîâ ñâåòà. Îí áóäåò

*Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ñòðàòåãè÷åñêîãî àêàäåìè÷åñêîãî ëèäåðñòâà ¾Ïðèîðèòåò 2030¿ Êàçàí-
ñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà è ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÍÔ � 21-12-00130.
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2E-mail: sergey_sushkov@mail.ru
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âèäåòü �òåíü�. Åå ôîðìèðîâàíèå ëåã÷å îáúÿñíèòü, åñëè ðàññìîòðåòü íàîáîðîò ñâåò èäóùèé îò íà-

áëþäàòåëÿ ê ÷åðíîé äûðå (ðèñ. 1). Òîãäà ëó÷è ðàçäåëÿòñÿ íà 3 êëàññà: ëó÷è, îãèáàþùèå ÷åðíóþ

äûðó, ëó÷è, ïàäàþùèå â íåå, è ëó÷è, êîòîðûå áóäóò áåñêîíå÷íî êðóòèòüñÿ âîêðóã ÷åðíîé äûðû,

äâèãàÿñü ïî öèêëè÷åñêèì îðáèòàì. Èìåííî ýòè ëó÷è áóäóò ôîðìèðîâàòü ãðàíèöó òåíè.

Ðèñ. 1. Îáðàçîâàíèå òåíè â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íîé ÷åðíîé äûðû. [1]

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðåøåíèå òåëåñêîïîâ äîñòèãëî òàêèõ çíà÷åíèé, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü

èçîáðàæåíèÿ òåíåé ñâåðõìàññèâíûõ êîìïàêòíûõ îáúåêòîâ â öåíòðàõ ãàëàêòèê. Â àïðåëå 2019 ãîäà

íàó÷íîé êîëëàáîðàöèåé Event Horizon Telescope (Òåëåñêîï Ãîðèçîíòà Ñîáûòèé) áûëî îïóáëèêîâàíî

èçîáðàæåíèå ñâåðõìàññèâíîãî êîìïàêòíîãî îáúåêòà â öåíòðå ãàëàêòèêè Ì87 [2], à â ìàå 2022 ãîäà

� èçîáðàæåíèå îáúåêòà â öåíòðå íàøåé Ãàëàêòèêè [3]. Îäíàêî ÷åðíûå äûðû � íå åäèíñòâåííûå

îáúåêòû, îáëàäàþùèå òåíüþ. Òàê â êà÷åñòâå ñâåðõìàññèâíûõ êîìïàêòíûõ îáúåêòîâ â öåíòðàõ

ãàëàêòèê ìîãóò âûñòóïàòü è êðîòîâûå íîðû. È â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷åì ÿâëÿåòñÿ îáúåêò, ÷åðíîé

äûðîé èëè êðîòîâîé íîðîé, ðàçìåð è ôîðìà íàáëþäàåìîé òåíè áóäóò ðàçëè÷íû.

Êðîòîâàÿ íîðà � ýòî ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãèåé, ñîåäèíÿ-

þùàÿ ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâåííûå îáëàñòè îäíîé è òîé æå âñåëåííîé èëè äâå ðàçíûå âñåëåííûå.

Êðîòîâàÿ íîðà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîííåëü, ñàìàÿ óçêàÿ ÷àñòü êîòîðîãî

íàçûâàåòñÿ ãîðëîâèíîé.

Êðîòîâûå íîðû êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû À.

Ýéíøòåéíîì è Í. Ðîçåíîì [4] â 1935 ãîäó. Ñàìî ïîíÿòèå �êðîòîâàÿ íîðà� áûëî ââåäåíî ×.Â. Ìèç-

íåðîì è Ä.À. Óèëëåðîì â ðàáîòå [5]. Ïîñëå áûëî îïóáëèêîâàíî âñåãî íåñêîëüêî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ

êðîòîâûì íîðàì [6�10]. Ñðåäè êîòîðûõ â 1973 ã. Ã.Äæ. Ýëëèñîì [6] è, íåçàâèñèìî, Ê.À. Áðîííè-

êîâûì [7] áûëà ïîëó÷åíà ïåðâàÿ ïðîõîäèìàÿ êðîòîâàÿ íîðà (ïîçæå íàçâàííàÿ êðîòîâîé íîðîé

Ýëëèñà�Áðîííèêîâà) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèé âàêóóìíîãî ïîëÿ Ýéíøòåéíà, äîïîëíåííîãî ôàíòîì-

íûì ñêàëÿðíûì ïîëåì. Îäíàêî èíòåðåñ ê ýòèì îáúåêòàì ðåçêî âîçðîñ ïîñëå âûõîäà ðàáîò Ì.Ñ.

Ìîððèñà è Ê.Ñ. Òîðíà [11,12] â 1988 ãîäó. Â äàííûõ ðàáîòàõ îáñóæäàëèñü òåîðåòè÷åñêèå ïåðñïåê-

òèâû èñïîëüçîâàíèÿ ïðîõîäèìûõ êðîòîâûõ íîð äëÿ ìåæçâåçäíûõ ïóòåøåñòâèé è áûëî ïîêàçàíî,

÷òî â ðàìêàõ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîõîäèìîé êðîòîâîé íîðû òðåáóåòñÿ

¾ýêçîòè÷åñêàÿ¿ ìàòåðèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì äàâëåíèåì, íàðóøàþùàÿ ò.í. ñâåòîïîäîáíîå ýíåðãåòè÷å-

ñêîå óñëîâèå è ñîçäàþùàÿ ñèëüíîå ãðàâèòàöèîííîå îòòàëêèâàíèå è ïðåïÿòñòâóþùåé ñõëîïûâàíèþ

íîðû. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü åñòü ìíîãî ëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ôèçèêè

êðîòîâûõ íîð, â òîì ÷èñëå è ïîëó÷åíèþ ðåøåíèé òèïà �êðîòîâûå íîðû� èç óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà,

íàïðèìåð [13�15].

Õîòü â íàñòîÿùåå âðåìÿ êðîòîâûå íîðû õîðîøî èçó÷åíû òåîðåòè÷åñêè, ïîêà îíè îñòàþòñÿ
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ãèïîòåòè÷åñêèìè îáúåêòàìè, íå îáíàðóæåííûìè àñòðîôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Îäíèì èç ìåòîäîâ

îáíàðóæåíèÿ êðîòîâûõ íîð ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èõ ñâîéñòâ ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ,

ïîñêîëüêó ñ àñòðîôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êðîòîâûå íîðû � ýòî ìàññèâíûå îáúåêòû, èñêðèâ-

ëÿþùèå òðàåêòîðèè ïðîõîäÿùèõ ìèìî íèõ ôîòîíîâ. Â ðåçóëüòàòå êðîòîâûå íîðû ìîãóò èãðàòü

ðîëü ãðàâèòàöèîííûõ ëèíç, îáðàçóþùèõ êðóãè è äóãè Ýéíøòåéíà êàê èçîáðàæåíèÿ äàëåêèõ ãà-

ëàêòèê. Ïåðâîé ðàáîòîé, â êîòîðîé îáñóæäàëîñü ãðàâèòàöèîííîå ëèíçèðîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå�

âðåìåíè êðîòîâîé íîðû, áûëà ðàáîòà Ë. ×åòóàíè è Ã. Êëåìåíòà [16]. Ïîçäíåå ïðîáëåìû ñëàáîãî è

ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ â ãåîìåòðèè êðîòîâûõ íîð èçó÷àëèñü â ìíîãî÷èñëåííûõ

ðàáîòàõ [17�23].

Áîëåå íàãëÿäíûì ìåòîäîì îáíàðóæåíèÿ êðîòîâûõ íîð ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå èõ òåíè. Ïîñêîëü-

êó â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè êðîòîâîé íîðû, òàê æå êàê è â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè ÷åðíîé äûðû,

ñóùåñòâóåò ôîòîííàÿ ñôåðà, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå êàíäèäàòîâ íà ðîëü ñâåðõìàñ-

ñèâíûõ îáúåêòîâ â öåíòðàõ ãàëàêòèê. Ïî èçîáðàæåíèÿì ýòèõ îáúåêòîâ ìîæíî áóäåò îïðåäåëÿòü

ÿâëÿåòñÿ ëè îáúåêò êðîòîâîé íîðîé è â ïîëîæèòåëüíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿòü åå ïàðàìåòðû. Òåíè

êðîòîâûõ íîð èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1, 24�27] äëÿ ñòàòè÷åñêèõ ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íûõ êîíôè-

ãóðàöèé è â [28�33] äëÿ âðàùàþùèõñÿ êðîòîâûõ íîð.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû áûëî ïîëó÷åíèå è àíàëèç âûðàæåíèé äëÿ ãðàíèö òåíåé íåâðàùàþùåéñÿ

[6, 7] è ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ [34] êðîòîâûõ íîð Ýëëèñà�Áðîííèêîâà.

1. Íåâðàùàþùàÿñÿ êðîòîâàÿ íîðà Ýëëèñà�Áðîííèêîâà

Â äàííîé ãëàâå ìû èññëåäóåì ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�

Áðîííèêîâà, ïîëó÷àåì è ðåøàåì óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ôîòîíîâ, äâèãàþùèõñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå�âðåìåíè äàííîé êðîòîâîé íîðû. Èç óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ ìû ïîëó÷àåì ïîëîæåíèå öèê-

ëè÷åñêîé îðáèòû è ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð ôîòîíîâ, êîòîðûå ïî íåé äâèæóòñÿ. Äàëåå, èñïîëüçóÿ

ýòè ïàðàìåòðû è âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ôîòîíà íà íåáå íàáëþäàòåëÿ, ìû ïîëó÷àåì âûðà-

æåíèå äëÿ ãðàíèöû òåíè äàííîé êðîòîâîé íîðû. Â êîíöå ãëàâû ìû ñðàâíèâàåì ðàçìåðû òåíåé

ðàññìàòðèâàåìîé êðîòîâîé íîðû è ÷åðíîé äûðû Øâàðöøèëüäà è äåëàåì îöåíêó äëÿ ðàçìåðà òåíè

ñâåðõìàññèâíîãî êîìïàêòíîãî îáúåêòà â öåíòðå ãàëàêòèêè M87.

1.1. Ìåòðèêà íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà

Ìû èñïîëüçóåì ìåòðèêó íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà, êîòîðóþ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå [23]:

ds2 = −e2u(r)dt2 + e−2u(r)dr2 + e−2u(r)
(
r2 + a2

) (
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (1.1)

ãäå ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà r ìåíÿåòñÿ îò −∞ äî∞,m è a � íåîòðèöàòåëüíûå ïàðàìåòðû êðîòîâîé

íîðû è

u(r) =
m

a

(
arctan

r

a
− π

2

)
. (1.2)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó:

e2u(r)
∣∣∣
r→∞

=

(
1− 2m

r

)
+O

(
r−2
)
, (1.3)

e2u(r)
∣∣∣
r→−∞

= e−
2πm
a

(
1 +

2m

|r|

)
+O

(
r−2
)
, (1.4)

âèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ ñ ìåòðèêîé (1.1) îáëàäàåò äâóìÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèìè îá-

ëàñòÿìè, â îäíîé èç êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìàññà êðîòîâîé íîðû M |r→∞ = m, à â äðóãîé

M |r→−∞ = −me− 2πm
a . Ýòè îáëàñòè ñîåäèíåíû ãîðëîâèíîé, ðàäèóñ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìèíè-

ìóìó ðàäèóñà äâóìåðíîé ñôåðû

R2(r) = e−2u(r)
(
r2 + a2

)
. (1.5)
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Ìèíèìóì R(r) äîñòèãàåòñÿ ïðè rth = m è ðàâíÿåòñÿ

Rth = exp
[
−m
a

(
arctan

m

a
− π

2

)] (
m2 + a2

)1/2
. (1.6)

Ïðè m = 0, ìåòðèêà (1.1) ñâîäèòñÿ ê ìåòðèêå ïðîñòåéøåé áåçìàññîâîé êðîòîâîé íîðû

ds2 = −dt2 + dr2 +
(
r2 + a2

) (
dθ2 + sin θ2dφ2

)
. (1.7)

Ëèíçèðóþùèå ñâîéñòâà áåçìàññîâîé êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà (1.7) áûëè õîðîøî èçó÷å-

íû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1, 26,29,35].

1.2. Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ôîòîíîâ

Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ôîòîíîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-

ßêîáè
∂S

∂λ
+H = 0, (1.8)

ãäå äåéñòâèå S = S(xµ, λ) åñòü ôóíêöèÿ êîîðäèíàò xµ è àôôèííîãî ïàðàìåòðà λ, H ≡ gµνpµpν/2 �

Ãàìèëüòîíèàí è pµ ≡ ∂S/∂xµ � êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû èìïóëüñà ôîòîíà.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ ñôåðè÷åñêè�ñèììåòðè÷íî, áåç ïîòåðè îáù-

íîñòè ìîæíî èññëåäîâàòü äâèæåíèå ôîòîíîâ â ïëîñêîñòè θ = π/2. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ öèêëè÷íîñòü

êîîðäèíàò t è φ, äåéñòâèå S çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [36]:

S =
1

2
µ2λ− Et+ Lφ+ Sr(r), (1.9)

ãäå ìàññà µ2 ≡ −pµpµ = 0, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E ≡ −pt è óãëîâîé ìîìåíò L ≡ pφ ôîòîíîâ � êîíñòàíòû

âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé.

Òàêèì îáðàçîì èç óðàâíåíèé (1.8) è (1.9)(
dSr
dr

)2

= E2 − e
4m
a (arctan r

a−
π
2 )

r2 + a2
L2. (1.10)

Ó÷èòûâàÿ
dxµ

dλ
= gµν

∂S

∂xν
, (1.11)

óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ôîòîíîâ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dt

dλ
= E · e

−2m
a (arctan r

a−
π
2 ), (1.12)

dr

dλ
= ±E

√
1− e

4m
a (arctan r

a−
π
2 )

r2 + a2
b2, (1.13)

dφ

dλ
= e

2m
a (arctan r

a−
π
2 ) L

r2 + a2
, (1.14)

ãäå b = L/E � ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð.

Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ (1.12)�(1.14) ìû ðåøàëè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïà-

ðàìåòðîâ êðîòîâîé íîðû m è a. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûáèðàëèñü òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü,

÷òî ôîòîíû íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ñ áåñêîíå÷íîñòè (r0 � m), ïàðàëëåëüíî îñè x, îáëàäàÿ ðàçëè÷-

íûìè ïðèöåëüíûìè ïàðàìåòðàìè b = L/E. Ïîâåäåíèå ôîòîíîâ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãîðëîâèíû

áóäåò îäèíàêîâûì òîëüêî äëÿ áåçìàññîâîé êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà. Åñëè ïàðàìåòð

m 6= 0, òî òðàåêòîðèè ôîòîíîâ áóäóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ. Â îáëàñòè r > rth ãîðëîâèíà êðîòîâîé

íîðû áóäåò âûñòóïàòü ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì è, â çàâèñèìîñòè îò ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà b,

ôîòîíû áóäóò îãèáàòü êðîòîâóþ íîðó (b > bph), ïàäàòü â íåå (b < bph) èëè äâèãàòüñÿ ïî öèêëè-

÷åñêèì îðáèòàì (b = bph). Â îáëàñòè r < rth ãîðëîâèíà áóäåò ïî�ïðåæíåìó "ïðèòÿãèâàòü"ôîòîíû

ñ ïàðàìåòðîì b < bph, òàê ÷òî îíè áóäóò óõîäèòü â îáëàñòü r > rth, íî äëÿ ôîòîíîâ ñ b > bph

ãîðëîâèíà áóäåò âûñòóïàòü îòòàëêèâàþùèì öåíòðîì. Ôîòîíû ñ b = bph áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç

êðîòîâóþ íîðó â îáëàñòü r > rth è òàêæå äâèãàòüñÿ ïî öèêëè÷åñêèì îðáèòàì. Ïðèìåðû ðåøåíèé

óðàâíåíèé (1.12)�(1.14) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèè ôîòîíîâ r(φ) â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�

Áðîííèêîâà. ×åðíûì öâåòîì ïîêàçàíû òðàåêòîðèè ôîòîíîâ, óõîäÿùèõ ÷åðåç êðîòîâóþ íîðó â äðóãóþ

îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, ñèíèì � îãèáàþùèõ åå. Êðàñíàÿ îêðóæíîñòü � öèêëè÷åñêàÿ îðáèòà. ×åðíàÿ îêðóæ-

íîñòü � ãîðëîâèíà.

1.3. Öèêëè÷åñêàÿ îðáèòà

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà òåíè êðîòîâîé íîðû ôîðìèðóåòñÿ ôîòîíàìè, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî öèêëè-

÷åñêîé îðáèòå (ðèñ. 1), íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü èõ ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð bph. Ïîëîæåíèå öèêëè÷åñêîé

îðáèòû rph çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè [37]:

dr

dλ

∣∣∣∣
r=rph

= 0,
d2r

dλ2

∣∣∣∣
r=rph

= 0. (1.15)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (1.13), äàííûå óñëîâèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

e
4m
a (arctan

rph
a −

π
2 )

r2
ph + a2

b2ph = 1, (1.16)

e
4m
a (arctan

rph
a −

π
2 )

r2
ph + a2

b2ph(rph − 2m) = 0. (1.17)

Ðåøàÿ ñèñòåìó ýòèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëîæåíèÿ öèêëè÷åñêîé îðáèòû rph è

ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà ôîòîíîâ, äâèãàþùèõñÿ ïî äàííîé îðáèòå, bph ÷åðåç ïàðàìåòðû êðîòîâîé

íîðû:

rph = 2m, |bph| = e
−2m
a (arctan 2m

a −
π
2 )
√

4m2 + a2. (1.18)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ìàññèâíîé êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà ïîëîæåíèå öèêëè-

÷åñêîé îðáèòû rph = 2m íå ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì ãîðëîâèíû rth = m (ðèñ. 3).
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1

Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèè ôîòîíîâ â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà íà äèàãðàì-

ìàõ ïîãðóæåíèÿ. Êðàñíûå êðèâûå � òðàåêòîðèè ôîòîíîâ, äâèãàþùèõñÿ ïî öèêëè÷åñêèì îðáèòàì; ÷åðíàÿ

ïóíêòèðíàÿ îêðóæíîñòü � ãîðëîâèíà.

1.4. Ãðàíèöà òåíè íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà

Íà íåáåñíîé ñôåðå íàáëþäàòåëÿ êîîðäèíàòû ïðèõîäÿùåãî ëó÷à ñâåòà çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì (ðèñ. 4) [38]:

αi = −r2
O sin θO

dφ

dr

∣∣∣∣
rO

, βi = r2
O

dθ

dr

∣∣∣∣
rO

, (1.19)

ãäå rO � ðàññòîÿíèå îò êðîòîâîé íîðû äî íàáëþäàòåëÿ, θO � óãîë ìåæäó îñüþ âðàùåíèÿ êðîòîâîé

íîðû è ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé íàáëþäàòåëÿ è êðîòîâóþ íîðó.

Ðèñ. 4. Êîîðäèíàòû ïðèõîäÿùåãî ëó÷à ñâåòà (αi, βi) íà íåáå íàáëþäàòåëÿ.

Ãðàíèöà òåíè êðîòîâîé íîðû ôîðìèðóåòñÿ ôîòîíàìè, äâèæóùèìèñÿ ïî öèêëè÷åñêîé îðáèòå.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà ñôåðè÷åñêè

ñèììåòðè÷íî, ãðàíèöà òåíè áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îêðóæíîñòü. Ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè íàõî-

äèòñÿ èç óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ (1.13), (1.14) è âûðàæåíèé (1.18). Ïîëàãàÿ |rO| � m è θO = π/2

è ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé e2u(r) (1.3), (1.4), ïîëó÷èì äëÿ óãëîâîãî ðàäèóñà

òåíè íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà:

α|r→+∞ =
|bph|
rO

, α|r→−∞ = e
−2πm
a
|bph|
rO

. (1.20)

Ãðàíèöû òåíåé êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà äëÿ ðàçëè÷íûõ åå ïàðàìåòðîâ m è a â

îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà r > 0 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. Ïîñêîëüêó â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè ñ r < 0
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êðîòîâàÿ íîðà Ýëëèñà�Áðîííèêîâà âåäåò ñåáÿ êàê îáúåêò ñ îòðèöàòåëüíîé ìàññîé, êîòîðûå íå

íàáëþäàþòñÿ â íàøåé Âñåëåííîé, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòðàíñòâî�

âðåìÿ ñ r > 0.

Ðèñ. 5. Ãðàíèöû òåíè íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ

m è a â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè r > 0.

1.5. Ñðàâíåíèå ðàçìåðîâ òåíåé êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà è ÷åðíîé äûðû

Øâàðöøèëüäà

Ðàçìåð òåíè ÷åðíîé äûðû Øâàðöøèëüäà çàäàåòñÿ ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì [39]

|bphSchw | = 3
√

3mSchw. (1.21)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìû èñïîëüçîâàëè ïàðàìåòðû ñâåðõìàññèâíîãî

êîìïàêòíîãî îáúåêòà â öåíòðå ãàëàêòèêè Ì87, ìàññà êîòîðîãî m ≈ 6.6 · 109M�, à ðàññòîÿíèå äî

êîòîðîãî rO ≈ 50.6 · 1019 êì, ãäå M� = 1.99 · 1030 êã � ìàññà Ñîëíöà. Òîãäà óãëîâîé ðàäèóñ òåíè

êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà ïðè ïàðàìåòðå a = rg = 2Gm/c2 (ðèñ. 6, êðàñíàÿ îêðóæíîñòü):

αEB =
|bphEB |
rO

=
2
√

2eπ/2−arctan 1

rO

Gm

c2
≈ 25µs, (1.22)

à óãëîâîé ðàäèóñ òåíè ÷åðíîé äûðû Øâàðöøèëüäà (ðèñ. 6, ÷åðíàÿ îêðóæíîñòü)

αSchw =
|bphSchw |
rO

=
3
√

3

rO

Gm

c2
≈ 21µs, (1.23)

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì ïàðàìåòðå a òåíü êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà áóäåò

áîëüøå òåíè ÷åðíîé äûðû Øâàðöøèëüäà òîé æå ìàññû m è íàáëþäàåìîé ñ òîãî æå ðàññòîÿíèÿ

rO � m, ïîñêîëüêó

u(r) =
m

a

(
arctan

r

a
− π

2

)∣∣∣
a→0

= −m
r
, (1.24)

|bphEB | = e−2u(r=2m)
√

4m2 + a2
∣∣∣
a→0

= 2em > 3
√

3m = |bphSchw |. (1.25)
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Ðèñ. 6. Ðàçìåðû òåíåé êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà (êðàñíàÿ îêðóæíîñòü) è ÷åðíîé äûðûØâàðö-

øèëüäà (÷åðíàÿ îêðóæíîñòü). Ïàðàìåòðû m è rO âçÿòû äëÿ ñâåðõìàññèâíîãî êîìïàêòíîãî îáúåêòà â öåí-

òðå ãàëàêòèêè M87.

2. Ìåäëåííî âðàùàþùàÿñÿ êðîòîâàÿ íîðà Ýëëèñà�Áðîííèêîâà

Ïîñêîëüêó âñå àñòðîôèçè÷åñêèå òåëà âðàùàþòñÿ, íåîáõîäèìî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè

âðàùàþùèõñÿ êðîòîâûõ íîð. Â äàííîé ãëàâå ìû èññëåäóåì ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ ìåäëåííî âðà-

ùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà, ïîëó÷àåì è ðåøàåì óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ

ôîòîíîâ. Èç óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ ìû ïîëó÷àåì ïîëîæåíèå ôîòîííîé ñôåðû è ïðèöåëüíûå

ïàðàìåòðû ôîòîíîâ, êîòîðûå ïî íåé äâèæóòñÿ. Äàëåå ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ãðàíèöû òå-

íè ðàññìàòðèâàåìîé êðîòîâîé íîðû è ïðîâîäèì ñðàâíåíèå ãðàíèö òåíåé äàííîé êðîòîâîé íîðû è

÷åðíîé äûðû Êåððà. Òàêæå ìû äåëàåì îöåíêè äëÿ ãðàíèöû òåíè ñâåðõìàññèâíîãî êîìïàêòíîãî

îáúåêòà â öåíòðå ãàëàêòèêè M87.

2.1. Ìåòðèêà ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà

Ìåòðèêà ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà áûëà ïîëó÷åíà Ñ.Â.

Ñóøêîâûì è Ï.Å. Êàøàðãèíûì â ðàáîòå [34]:

ds2 = −e2u(r)dt2 + e−2u(r)
(
dr2 +

(
r2 + a2

) (
dθ2 + sin2 θ

(
dφ2 − ωdtdφ

)))
, (2.1)

ãäå ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà r ìåíÿåòñÿ îò −∞ äî ∞, m è a � íåîòðèöàòåëüíûå ïàðàìåòðû, u(r) =
m
a

(
arctan r

a −
π
2

)
è óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ

ω(r) =
α

a
[
1− e−2πm/a (1 + 8m2/a2)

] [1− e4u

(
1 +

4m(r + 2m)

r2 + a2

)]
, (2.2)

ãäå áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð âðàùåíèÿ α = Ωa
c � 1, Ω = ω|r=rth,θ=π/2 � ýêâàòîðèàëüíàÿ óãëîâàÿ

ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ãîðëîâèíû, c � ñêîðîñòü ñâåòà.

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ω(r). Ïðè r →∞

ω(r)|r→∞ →
8αm(a2 + 4m2)

3a
[
1− e−2πm/a (1 + 8m2/a2)

]r−3 → 0. (2.3)
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Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà êîîðäèíàò óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ íå âðàùàåòñÿ è èçìåðÿåìûé èì óãëîâîé

ìîìåíò êðîòîâîé íîðû

J =
r3ω

2
=

4αm(a2 + 4m2)

3a
[
1− e−2πm/a (1 + 8m2/a2)

] . (2.4)

Ïî äðóãóþ ñòîðîíû îò ãîðëîâèíû ïðè r → −∞

ω(r)|r→−∞ =
α
(

1− e− 4πm
a

)
a
[
1− e− 2πm

a

(
1 + 8m2

a2

)] − 8αm(a2 + 4m2)e−
4πm
a

3a
[
1− e− 2πm

a

(
1 + 8m2

a2

)] |r|−3. (2.5)

Âèäíî, ÷òî â äàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó

çíà÷åíèþ

ω0 =
α
(
1− e−4πm/a

)
a
[
1− e−2πm/a (1 + 8m2/a2)

] . (2.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r → −∞ ñèñòåìà êîîðäèíàò âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0.

Âûïèøåì òàêæå êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gij , îñòàâëÿÿ òîëüêî

ëèíåéíûå ñëàãàåìûå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó âðàùåíèÿ α:

gtt =
−e2u

e4u + (r2 + a2)ω2 sin2 θ
≈ −e−2u, (2.7)

gtφ = gφt =
−ωe2u

e4u + (r2 + a2)ω2 sin2 θ
≈ −ωe−2u, (2.8)

grr = e2u, (2.9)

gθθ =
e2u

r2 + a2
, (2.10)

gφφ =
e6u

(r2 + a2) sin2 θ
(
e4u + (r2 + a2)ω2 sin2 θ

) ≈ e2u

(r2 + a2) sin2 θ
. (2.11)

2.2. Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ôîòîíîâ

Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ôîòîíîâ, äâèãàþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè êðîòîâîé íîðû

(2.1), áóäåì èñêàòü, ðåøàÿ óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè (1.8). Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ êðî-

òîâàÿ íîðà âðàùàåòñÿ, ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ôîòîíîâ òîëüêî â ýêâàòîðèàëüíîé

ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå S áóäåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò r, íî è îò θ. Àíàëîãè÷íî (1.9)

äåéñòâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [36]:

S = −Et+ Lφ+ Sr(r) + Sθ(θ). (2.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.12) â óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (1.8), ïîëó÷èì:

0 = gij
∂S

∂xi
∂S

∂xj
= gttE2 + gφφL2 − 2gtφEL+ grr

(
dSr
dr

)2

+ gθθ
(
dSθ
dθ

)2

. (2.13)

Èñïîëüçóÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (2.7)�(2.11)

è îñòàâëÿÿ òîëüêî ëèíåéíûå ñëàãàåìûå ïî ïàðàìåòðó âðàùåíèÿ α, âûðàæåíèå (2.13) ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå (
dSθ
dθ

)2

+
L2

sin2 θ
= e−4u(r)(r2 + a2)

[
E2 − 2ω(r)EL− e4u(r)

(
dSr
dr

)2
]
. (2.14)

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.14) çàâèñèò òîëüêî îò θ, à ïðàâàÿ òîëüêî îò r, òî îáå åãî ÷àñòè

ðàâíû êîíñòàíòå K. Òîãäà äëÿ èñêîìûõ ïðîèçâîäíûõ äåéñòâèÿ ïîëó÷èì:(
dSθ
dθ

)2

= K − L2

sin2 θ
, (2.15)
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(
dSr
dr

)2

=
E2 − 2ω(r)EL

e4u(r)
− K

r2 + a2
. (2.16)

Èñïîëüçóÿ (1.11) è ââîäÿ ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû ôîòîíà ξ = L/E è η = K/E2, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ôîòîíîâ:

E
dt

dλ
= e−2u(r) (1− ξω(r)) , (2.17)

E
dr

dλ
= ±

√
1− 2ξω(r)− η e4u(r)

r2 + a2
, (2.18)

E
dθ

dλ
= ± e2u(r)

r2 + a2

√
η − ξ2

sin2 θ
, (2.19)

E
dφ

dλ
=

ξe2u(r)

(r2 + a2) sin2 θ
+ e−2u(r)ω(r). (2.20)

×èñëåííîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïðè ïàðàìåòðàõ êðîòîâîé íîðû m = 1, a = 1, α = 0.001

ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 7.

Ðèñ. 7. Òðàåêòîðèè ôîòîíîâ â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè êðîòîâîé íîðû (2.1) ñ ïàðàìåòðàìè m = 1, a =

1, α = 0.001. Ãîëóáàÿ êðèâàÿ � òðàåêòîðèÿ ôîòîíà ñ ïàðàìåòðàìè ξ = −0.1, η = 32, êðàñíàÿ êðèâàÿ �

ξ ≈ −0.39, η ≈ 31.95, ÷åðíàÿ êðèâàÿ � ξ = 0, η = 1. Ñèíÿÿ ñôåðà � ôîòîííàÿ ñôåðà rph ≈ 2, îðàíæåâàÿ �

ãîðëîâèíà rth = 1.

2.3. Ôîòîííàÿ ñôåðà

Ïîëîæåíèå ôîòîííîé ñôåðû rph â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè êðîòîâîé íîðû (2.1) è ïðèöåëüíûå

ïàðàìåòðû ôîòîíîâ, êîòîðûå ïî íåé äâèæóòñÿ, çàäàþòñÿ òåìè æå óðàâíåíèÿìè (1.15), ÷òî è öèê-

ëè÷åñêàÿ îðáèòà â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû (1.1). Èñïîëüçóÿ óðàâ-
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íåíèå (2.18), ýòè óñëîâèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

0 = 1− 2ξω(rph)− η e
4u(rph)

r2
ph + a2

, (2.21)

0 =
2e4u(rph)

(r2
ph + a2)2

[
8αξm(a2 + 4m2)

a
[
1− e−2πm/a (1 + 8m2/a2)

] − η(2m− rph)

]
. (2.22)

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû ôîòîíîâ, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî ôîòîííîé

ñôåðå, êàê ôóíêöèè åå ïîëîæåíèÿ rph:

ξ(rph) =

(
8mαe4u(rph)(a2 + 4m2)

a(2m− rph)(r2
ph + a2)

[
1− e−2πm/a (1 + 8m2/a2)

] + 2ω(rph)

)−1

, (2.23)

η(rph) =
8m(a2 + 4m2)α

a(2m− rph)
[
1− e−2πm/a (1 + 8m2/a2)

]ξ(rph). (2.24)

Âñå äîïóñòèìûå ïîëîæåíèÿ ôîòîííîé ñôåðû rph îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîä-

êîðåííîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèè (2.19) ïðè sin2 θ = 1:

η(rph)− ξ2(rph) ≥ 0. (2.25)

2.4. Âûðàæåíèå äëÿ ãðàíèöû òåíè ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�

Áðîííèêîâà

Íà íåáå íàáëþäàòåëÿ êîîðäèíàòû ïðèõîäÿùåãî ëó÷à ñâåòà çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (1.19).

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (2.18)�(2.20), êîîðäèíàòû ôîòîíîâ, ïðèõîäÿùèõ ê óäàëåííîìó íàáëþäàòåëþ

rO � m, ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû ýòèõ ôîòîíîâ:

αi = − ξ

sin θO
, βi = ±

√
η − ξ2

sin2 θO
. (2.26)

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè âûðàæåíèÿ ïàðàìåòðû ôîòîíîâ, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî ôîòîííûì ñôåðàì, (2.23),

(2.24) è îòîáðàæàÿ ïîëó÷åííûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè (αi, βi), ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå ãðàíèöû òåíè

êðîòîâîé íîðû (2.1) (ðèñ. 8).

-4 -2 2 4 6

αi

m

-6

-4

-2

2

4

6

βi /m

Ðèñ. 8. Èçîáðàæåíèÿ ãðàíèö òåíåé êðîòîâîé íîðû (2.1) ñ ïàðàìåòðàìè m = 1, a = 0.1, íàáëþäàåìûõ ïðè

θO = π/2. ×åðíàÿ êðèâàÿ � α = 0.001, êðàñíàÿ � α = 0.005, çåëåíàÿ � α = 0.01.
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2.5. Ñðàâíåíèå òåíåé ÷åðíîé äûðû Êåððà è ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû

Ýëëèñà�Áðîííèêîâà

Äëÿ ÷åðíîé äûðû Êåððà ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû ôîòîíîâ [39]:

ξK(rph) =
4mr2

ph − (rph +m)(r2
ph +A2)

A(rph −m)
, (2.27)

ηK(rph) =
r3
ph

[
4A2M − rph(rph − 3M)2

]
A2(rph −m)2

, (2.28)

ãäå A = J/m� ïàðàìåòð âðàùåíèÿ, J � óãëîâîé ìîìåíò,m� ìàññà ÷åðíîé äûðû, rph îïðåäåëÿåòñÿ

èç íåðàâåíñòâà

4A2M − rph(rph − 3M)2 ≥ 0. (2.29)

Êîîðäèíàòû ïðèõîäÿùåãî ëó÷à ñâåòà äëÿ óäàëåííîãî íàáëþäàòåëÿ rO � m [40]:

αiK = − ξK
sin(θO)

, (2.30)

βiK = ±

√
ηK + (A− ξK)2 −

(
A sin(θO)− ξK

sin(θO)

)2

. (2.31)

Ïîñêîëüêó ìû íàáëþäàåì îäíî è òî æå àñòðîôèçè÷åñêîå òåëî, îáëàäàþùåå îïðåäåëåííîé

ìàññîé è óãëîâûì ìîìåíòîì, ìû äîëæíû òàê ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ ÷åðíîé Êåððà è

êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà, ÷òîáû èõ íàáëþäàåìûå óãëîâûå ìîìåíòû ñîâïàäàëè. Èç âû-

ðàæåíèÿ (2.4) è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà âðàùåíèÿ ÷åðíîé äûðû ïîëó÷àåì:

4αm(a2 + 4m2)

3a
[
1− e−2πm/a (1 + 8m2/a2)

] = m2Ã, (2.32)

ãäå Ã = A/m � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð âðàùåíèÿ. Äëÿ êðîòîâîé íîðû ñ ïàðàìåòðîì a = 2m

áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð âðàùåíèÿ ÷åðíîé äûðû Êåððà Ã äîëæåí áûòü ðàâåí:

Ã =
16α

3 (1− 3e−π)
. (2.33)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìû âçÿëè ïàðàìåòðû ñâåðõìàññèâíîãî êîìïàêò-

íîãî îáúåêòà â öåíòðå ãàëàêòèêè M87: m ≈ 6.6 · 109M�, ro ≈ 50.6 · 1019 êì. Òîãäà ïðè ïàðàìåòðàõ

êðîòîâîé íîðû a = 2m,α = 0.1 óãëîâûå ðàçìåðû åå òåíè ñîñòàâÿò

Dα
EB =

|minαi|+ maxαi
rO

≈ 48.6µs, Dβ
EB =

2 maxβi
rO

≈ 49.6µs. (2.34)

Âçÿòîìó çíà÷åíèþ α = 0.1 ñîîòâåòñòâóåò áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð âðàùåíèÿ ÷åðíîé äûðû Êåððà

Ã = 16α
3(1−3e−π) ≈ 0.6. Äëÿ äàííîãî ïàðàìåòðà Ã óãëîâûå ðàçìåðû òåíè ÷åðíîé äûðû Êåððà ðàâíû:

Dα
Kerr =

|minαiK |+ maxαiK
rO

≈ 40.2µs, Dβ
Kerr =

2 maxβiK
rO

≈ 41.2µs. (2.35)

Èçîáðàæåíèå ãðàíèö òåíåé ìåäëåííî âðàùàþùèõñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà è ÷åðíîé

äûðû Êåððà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè äâèæåíèå ôîòîíîâ â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè íåâðàùàþùåé-

ñÿ è ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ êðîòîâûõ íîð Ýëëèñà�Áðîííèêîâà, ïîëó÷èëè è ðåøèëè óðàâíåíèÿ
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Ðèñ. 9. Èçîáðàæåíèÿ ãðàíèö òåíåé ìåäëåííî âðàùàþùèõñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà (÷åð-

íûé) è ÷åðíîé äûðû Êåððà (êðàñíûé) ïðè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ âðàùåíèÿ α = 0.1, Ã ≈ 0.6.

ãåîäåçè÷åñêèõ, ïîëó÷èëè ïàðàìåòðû ôîòîíîâ, êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî ôîòîííûì ñôåðàì (öèêëè÷å-

ñêèì îðáèòàì â ñëó÷àå íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû) è âûâåëè âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàíèö òåíåé

ðàññìàòðèâàåìûõ êðîòîâûõ íîð. Òàêæå ìû ñðàâíèëè òåíè êðîòîâûõ íîð Ýëëèñà�Áðîííèêîâà ñ

òåíÿìè ÷åðíûõ äûð Øâàðöøèëüäà è Êåððà è ñäåëàëè îöåíêè ðàçìåðà òåíè ñâåðõìàññèâíîãî êîì-

ïàêòíîãî îáúåêòà â öåíòðå ãàëàêòèêè M87.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû áûëè ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ãðàíèöà òåíè íåâðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðîâ êðîòîâîé íîðû m è a.

2. Ãðàíèöà òåíè ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé äåôîðìèðîâàííóþ îêðóæíîñòü, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå âðàùåíèå êðîòîâîé íîðû, òåì áîëåå

òåíü äåôîðìèðóåòñÿ.

3. Ïðè ëþáîì ïàðàìåòðå a òåíü êðîòîâîé íîðû Ýëëèñà�Áðîííèêîâà áóäåò áîëüøå òåíè ÷åðíîé

äûðû Øâàðöøèëüäà (Êåððà) òîé æå ìàññû m è ìîìåíòà âðàùåíèÿ J è íàáëþäàåìîé ñ òîãî

æå ðàññòîÿíèÿ rO � m.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ñòðàòåãè÷åñêîãî àêàäåìè÷åñêîãî ëèäåðñòâà ¾Ïðè-

îðèòåò 2030¿ Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà è ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÍÔ �

21-12-00130.
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