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Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå âû÷èñëåíèÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì àïïàðàòà êëèôôîðäîâûõ

àëãåáð âåäóòñÿ â øèðîêèõ ìàñøòàáàõ. Áëàãîäàðÿ òðóäàì òàêèõ àâòîðèòåòíûõ è îïûòíûõ ñïåöèà-

ëèñòîâ â îáëàñòè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû êàê Â.À. Ðîñòîâöåâ, óæå â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ

äëÿ ïîäîáíûõ ðàáîò ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ àâòîìàòèçèðîâàííûå êîìïëåêñû [1].

Â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ ÷àñòî ïðèõîäèòüñÿ èìåòü äåëî ñ âûðàæåíèÿìè, ñîñòîÿùèìè èç îáúåê-

òîâ ðàçíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðîäû òàêèõ êàê: êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ àëãåáð,

ýëåìåíòû âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä òàêèìè àëãåáðàìè. Íàïðèìåð: â [2] íà ôóíêöèè
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ãäå ai,l1...lk � ôóíêöèè îò xa, a = 0 . . . 3, θαθβ +θβθα = 0 (îáðàçóþùèå àëãåáðû Ãðàññìàíà), (γa)
α
β

� ãàììà-ìàòðèöû Äèðàêà è

C = iγ0γ2

äåéñòâóþò îïåðàòîðû âèäà:
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÷òî ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì âûðàæåíèÿì. Â âû÷èñëåíèè ìåòðèêè ñóïåðïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà

èñïîëüçóåòñÿ ñóïåðäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð [2]
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÷òî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì, ñîäåðæàùèì íåñêîëüêî òûñÿ÷ ñëàãàåìûõ. Íåñìîòðÿ íà îáèëèå êîì-

ïüþòåðíûõ ñðåäñòâ, âûáðàòü èíñòðóìåíò äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ íåïðîñòî. Îäíàêî ñèñòåìû êîìïüþ-

òåðíîé àëãåáðû ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ. Ïðåêðàñíî çàðåêîììåíäîâàëà ñåáÿ ñèñòåìà Cadabra

[3]. Îäíàêî åé ïîêà äàëåêî äî ìîùè Wolfram Mathematica è Maplesoft Maple. Íåîáõîäèìîñòü ðå-

øåíèÿ îïèñàííûõ âûøå çàäà÷ ñóïåðìàòåìàòèêè ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ êîìïëåêñà SUSY_Diracus.

Íàø êîìïëåêñ ïîñòðîåí íà áàçå ñèñòåìû Maple 2016 è óñïåøíî ðàáîòàåò â áîëåå íîâûõ âåðñèÿõ.

Â îòëè÷èå îò ïðîåêòà [4, 5], çäåñü åñòü âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ðàáîòû â àëãåáðå Êëèôôîðäà ñ

ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðîé. Â äàííîì ñëó÷àå êîìïëåêñ íàñòðîåí íà ëîðåíöåâó ñèãíàòóðó + − −−.
Ðåàëèçîâàí ìåõàíèçì ñâåðòîê ïî íåìûì ñïèíîðíûì èíäåêñàì. Òåðìèíîëîãèÿ êîìïëåêñà ñîâïàäàåò

ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿòîé â ðàáîòàõ [2], [6], ÷òî äåëàåò åãî îñîáåííî ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ èçó÷å-

íèÿ ñóïåðìíîãîîáðàçèé. Åñëè ðàññìîòðåòü íåäàâíî ïîÿâèâøèéñÿ ïàêåò GammaMaP äëÿ Wolfram

Mathematica [7], ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â íåì îòñóòñòâóþò èíñòðóìåíòû ðàáîòû ñ ïðåäñòàâëåíèåì

γ-ìàòðèö â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Íî â çàäà÷àõ ïîäîáíûõ ðåøàåìûì â [2] â íèõ âîçíèêàåò ñå-

ðüåçíàÿ íåîáõîäèìîñòü. Çäåñü ýòè ôóíêöèè ðåàëèçîâàíû â ïîëíîé ìåðå è âåñüìà îñòðîóìíî (7.10).

Â îòëè÷èè îò ïàêåòà GammaMaP ìû íàïèñàëè ðàñøèðåíèå ôóíêöèè diff (8.1) íà ñóïåðñëó÷àé,

ìîæíî âèäåòü, ÷òî êîìïëåêñ ñ òàêèìè âîçìîæíîñòÿìè ïðåäñòàâëåí âïåðâûå è õîðîøî ïîäõîäèò íà

ðîëü ïðîèçâîäñòâåííîé áàçû äëÿ "èíäóñòðèàëüíîãî ìåòîäà íàïèñàíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ëàãðàí-

æèàíîâ..." [8], îïèðàÿñü íà ôóíäàìåíòàëüíûå ñèììåòðèè [9] ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Áëàãîäàðÿ òàêèì

èíñòðóìåíòàì, ê ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì ìîæíî ïðèñòóïàòü ñ áîëüøåé óâåðåííîñòüþ [10].

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàøà ðàáîòà ïðîäîëæèò íàïðàâëåíèå [1], [11]. Êîìïëåêñ ñîñòîèò èç ñîðîêà

÷åòûð¼õ ïðîöåäóð âûñòðîåííûõ ïî ïðèíöèïó ìíîãîóðîâíåâîé îáðàáîòêè äàííûõ (ðèñ. 1).

Äëÿ ðàáîòû ñ íàøèì êîìïëåêñîì åãî íóæíî ïîäêëþ÷èòü:[
> read ”SUSY_Diracus.mpl”

Íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû ôàéëû äîñòóïíû ïî àäðåñó: www.miklul.ru/Maple. Çàãðóçèòå âñ¼

â îäèí êàòàëîã, îòêðîéòå Start.mw è íà÷íèòå ðàáîòàòü. Âû ìîæåòå ñîõðàíèòü âàøó ðàáîòó ïîä

ëþáûì èìåíåì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü çàäàíî ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ ìàòðèöû Äèðàêà (γa)
β
α, íàïðè-

ìåð, âèäà (I). ×òîáû óïðîñòèòü òàêîå âûðàæåíèå, òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ñâåðòêè

è êîììóòàöèè.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýòîé çàäà÷è, íåîáõîäèìî îïèñàòü ïîëíûé ãðàô ñîñòîÿíèé âû÷èñëèòåëüíî-

ãî ïðîöåññà. Îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì ìíîãî÷ëåíà, ñëàãàåìûìè êîòîðîãî ñëóæàò ïðîèçâåäåíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé, ò.å. ñ ðàñêðûòèÿ

ñêîáîê è ò.ä. Â ïîëó÷åííîì ìíîãî÷ëåíå àíàëèçèðóåòñÿ êàæäûé ìîíîì íà ïðåäìåò âîçìîæíîñòè
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ñâåðòîê. Ñàìè ñâåðòêè íóæíî ïðîâåñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì èíäåêñîâ, à çàòåì âûïîëíèòü

íåîáõîäèìûå êîììóòàöèè ãàììà�ìàòðèö. Êàæäûé ïóíêò îïðåäåëÿåò óðîâåíü îáðàáîòêè âûðàæå-

íèÿ.

Îñíîâíîé âîçìîæíîñòüþ, ïîçâîëèâøåé íàì áûñòðî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè

Äèðàêà, ñòàëà ñïîñîáíîñòü ñðåäû Maple ñîçäàâàòü àëãåáðàè÷åñêèå îáúåêòû íåàëãåáðàè÷åñêèìè

ìåòîäàìè.

Ïðåæäå ÷åì ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì, íóæíî ðàçîáðàòüñÿ â ñïîñîáíîñòÿõ èñïîëíèòåëÿ. Â íà-

øåì ñëó÷àå èñïîëíèòåëåì áóäåò ñðåäà Maple 2016. Ñíà÷àëà ìû ïðèâåäåì êðàòêèå îïèñàíèÿ äâóõ

âñòðîåííûõ ôóíêöèé, ïîçâîëèâøèõ íàì ðåàëèçîâàòü ñâîé àëãîðèòì.

2. Subs

Subs êîìàíäà ïîäñòàíîâêè ïîäâûðàæåíèÿ â âûðàæåíèå.

subs(x=a,expr)

subs([S1,...,Sn],expr)

subs[inplace](x=a,expr)

subs[inplace]([S1,...,Sn],expr)

Ïåðâàÿ ôîðìà êîìàíäû ïîäñòàíîâêè subs çàìåíÿåò x íà a â âûðàæåíèè expr. Ñëåäóåò îòìå-

òèòü, ÷òî ýòà êîìàíäà àíàëîãè÷íà êîìàíäå Eval. Ïðîñòûå îïåðàöèè èç ðÿäà çàìåí ñèìâîëà íà åãî

çíà÷åíèå â ôîðìóëå, êàê ïðàâèëî, ñëåäóåò ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ êîìàíäû Eval. Ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýòè-

ìè äâóìÿ êîìàíäàìè â òîì, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ Eval ñòàðàÿ ïåðåìåííàÿ îñòàåòñÿ ñâÿçàííîé â äàííîì

âûðàæåíèè.

Âòîðàÿ îáùàÿ ôîðìà êîìàíäû ïîäñòàíîâêè subs äåëàåò çàìåíû óêàçàííûå ïåðâîì àðãóìåíòå

â expr. Êàæäûé èç S1, ..., SN ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðàâåíñòâî xi = ai èëè ñïèñîê ðàâåíñòâ çàêëþ-

÷åííûå â ôèãóðíûå èëè êâàäðàòíûå ñêîáêè. Çàìåíû âûïîëíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ S1.

Çàìåíû â ðàìêàõ ñïèñêà âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî; åñëè åñòü íåñêîëüêî çàìåí íà òî æå èìÿ,

èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé.

Ïàðàìåòð Inplace ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè çàìåíå â expr òèïà rtable (òàêèõ êàê Array, Matrix,

èëè Vector), áåç ôóíêöèè èíäåêñàöèè. Êîãäà Inplace óêàçàí, âõîä rtable îáíîâëÿåòñÿ íà ìåñòå. Â

ýòîì ñëó÷àå ìåíÿåòñÿ èìåííî îðèãèíàëüíîå âûðàæåíèå expr, à íå ñîçäà¼òñÿ åãî êîïèÿ. Äåéñòâèå çà-

ìåíû íå âêëþ÷àåò óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà æåëàòåëüíî óïðîñòèòü âûðàæåíèå,

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó Eval.

3. Îïèñàíèå ôóíêöèè op

op(i, e)

op(i..j, e)

op(e)

op(list, e)

nops(e)

Ôóíêöèÿ op ðàñêëàäûâàåò âûðàæåíèÿ íà ñîñòàâíûå ÷àñòè. Ïðåëåñòü ýòîé ôóíêöèè â òîì è

ñîñòîèò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì íàáîð äåòàëåé èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ, êîòîðûìè â äàëü-

íåéøåì ìîæíî ñâîáîäíî ìàíèïóëèðîâàòü. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ñòðóêòóð äàííûõ

îïðåäåëåíà îïöèÿ op(0, e). Ýòà îïöèÿ îòêðûâàåò êîëîññàëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ âMaple. Â òàáëèöå íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ op ê âûðàæåíèÿì ðàçíûõ òèïîâ

è êîíñòðóêöèé. Òàê äëÿ ôóíêöèé, op(0, e) âîçâðàùàåò èìÿ ôóíêöèè. Äëÿ èíäåêñíûõ èìåí, op(0, e)

ýòî èìÿ áåç íäåêñîâ.
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Êîíñòðóêöèÿ op (e) op (0, e)

âûðàæåíèÿ e

Àäèòèâíîñòü

a+ b, a− b a, b ‘+‘

Ìóëüòèâíîñòü

a ∗ b, a
b a, b ‘ · ‘

ab a, b `^`

a = b a, b =

f (a, . . . , c) a, . . . , c f

ab,...,n b, . . . , n a
df(x)
dx f (x) , x diff∫

f (x) dx f (x) , x int

a a symbol

Âûðàæåíèå e â êîíòåêñòå ôóíêöèè op ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåêò, ñîñòîÿùèé èç ÷ëåíîâ (îïå-

ðàíäîâ) e, ñâÿçàííûõ çíàêàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé, êîòîðûå â ñîîòâåòñòâèÿìè ñî ñâîèìè

ïðèîðèòåòàìè çàäàþò óðîâíè âëîæåííîñòè.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ op âîçâðàùàåò ñïèñîê ÷àñòåé e, ñâÿçàííûõ íàèìåíèå ïðèîðè-

òåòíîé îïåðàöèåé. Òàê åñëè op èìååò òîëüêî îäèí àðãóìåíò, îíà âîçâàðàòèò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâ-

ëåííûå âî 2-ì ñòîëáöå òàáëèöû. Ýòî ðàâíîñèëüíî âûçîâó, op(1..nops(e), e). Åñëè ïåðâûé àðãóìåíò â

op ñïèñîê, òî ýëåìåíòû ñïèñêà îòíîñÿòñÿ ê îïåðàíäàì e ñ âîçðàñòàþùèìè óðîâíÿìè âëîæåííîñòè.

Ýòî ïðîñòî êðàòêàÿ ôîðìà çàïèñè. Âûðàæåíèå op([A1, A2, ..., ], e) âîçâðàùàåò òîò æå ðåçóëüòàò,

÷òî è op(An, op(..., op(A2, op(A1, e))...)), íî ÿâëÿåòñÿ áîëåå áûñòðûì äëÿ âûïîëíåíèÿ. Êîãäà ïåð-

âûé ïàðàìåòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê, ïîñëåäíèé ýëåìåíò ñïèñêà ìîæåò áûòü èíòåðâàëîì. Êàê

ãîâîðèëîñü âûøå, ýòî âñåãî ëèøü êðàòêàÿ ôîðìà çàïèñè. Âûðàæåíèå op([A1, A2, ..., an1..an2], e)

âîçâðàùàåò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è op(an1..an2, op(..., op(A2, op(A1, e))...)), íî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýô-

ôåêòèâíûì äëÿ âûïîëíåíèÿ.

nops � ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò êîëè÷åñòâî òàêèõ äåòàëåé èëè îïåðàíäîâ â âûðàæåíèè. Åñëè

ïåðâûé àðãóìåíò ôóíêöèè op öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî i, òî âîçâðàùàåòñÿ i-é îïåðàíä e. Åñëè

îïåðàíä íå ñóùåñòâóåò, âîçíèêàåò îøèáêà. Åñëè ïåðâûé àðãóìåíò â op ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì

öåëûì ÷èñëîì i, òî â ðåçóëüòàòå âîçâðàùàåòñÿ: op(nops(e) + i+ 1, e).

Äëÿ ðÿäîâ, op(0, e) ÿâëÿåòñÿ x� ïåðåìåííàÿ ðàçëîæåíèÿ ðÿäà. Âû÷èñëåíèå op(0, series(exp(x),

x = a)), âîçâðàùàåò x, à íå a. Äëÿ âñåõ äðóãèõ ñòðóêòóð äàííûõ, op(0, e) âîçâðàùàåò ñàìî e. Åñëè

çíà÷åíèÿ îïåðàíäîâ ñåëåêòîðîâ íå â äèàïàçîíå -nops (e) ò.å. [−1...nops(e)], âîçíèêàåò îøèáêà. Åñëè

ïåðâûé àðãóìåíò â op ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì öåëûõ ÷èñåë îò i-ãî äî j-ãî [i..j], òî ðåçóëüòàò ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i-ãî äî j-ãî ÷ëåíîâ e. Îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà â äèàïàçîíå

ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê îïèñàíî âûøå; ê íèì äîáàâëÿåòñÿ nops(e)− 1.

4. Ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé ãàììà�ìàòðèö

Íàì íóæíî çàïèñàòü âûðàæåíèÿ âèäà:∑
i

Ai
∏
m

(
γa

i
m1γa

i
m2 . . . γa

i
mi

)βm
µk

∏
k

θµk

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ èìååò èíäåêñû, åñòåñòâåííî åãî çàïèñàòü êîíñòðóêöèåé èìÿ-

èíäåêñ. Çäåñü âìåñòî èìåíè äîëæíî ñòîÿòü âûðàæåíèå. Â ñâîþ î÷åðåäü âûðàæåíèå äîëæíî ñîõðà-

íÿòü ïîðÿäîê ìíîæèòåëåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà åñòåñòâåííî áûëî áû ïîëàãàòü ðåàëèçàöèþ

â âèäå:

� Ñòðîêè,
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� Âåêòîð-ìàòðèöû,

� Ìíîæåñòâà,

� Ïîëèàðíîé ôóíêöèè.

Ñî ñòðîêàìè ñëîæíî ðàáîòàòü, âåêòîð-ìàòðèöû îêàçàëèñü íåóïîòðåáèòåëüíû ñèñòåìîé â äàííîé

ðîëè, ìíîæåñòâà íå ñîõðàíÿþò ïîðÿäîê. ×åòâåðòûé âàðèàíò â ñî÷åòàíèè ñ êîìàíäîé op îêàçàëñÿ

íåîæèäàííî ýëåãàíòíûì ðåøåíèåì. Òàêîé ôóíêöèè áûëî äàíî èìÿ Ω. Â òàêîé çàïèñè âûðàæåíèÿ

ïðèíèìàþò âèä: ∑
i

Ai
∏
m

Ω
(
γa

i
m1γa

i
m2 . . . γa

i
mi

)βm
µk

∏
k

θµk

5. Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû SUSY_Diracus

Â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ íàøåé ñèñòåìû ïîëîæåíû ïðèíöèïû îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ [12, 13], êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå âûðàæàþòñÿ â ñïåöèàëèçàöèè ôóíêöèé, ÷òî â

ñâîþ î÷åðåäü ïîðîæäàåò ñòðóêòóðó óðîâíåé ðèñ. 1 (çàêðàøåííûå ïîëÿ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæ-

äàÿ èç çàäà÷, ïðåäñòàâëåííûõ íà óðîâíå èíòåðôåéñà, ðåøàþòñÿ íå îäíîé îòäåëüíîé ôóíêöèåé, à

ãðóïïîé èëè êîíâåéåðîì ôóíêöèé, êîòîðûå âûçûâàþò îäíà äðóãóþ êàê ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1.

Èíòåðôåéñíûå ôóíêöèè ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ âûðàæåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà è

íåïîñðåäñòâåííî ñàìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáû÷íûå öèêëû ñóììèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè

ìîíîìîâ, êîòîðûå äîñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè óðîâíÿ îäíî÷ëåíîâ. Íà óðîâíå îäíî÷ëåíîâ ðåøàþòñÿ

âîïðîñû ïðèâëå÷åíèÿ ñèë êëèôôîðäîâà óðîâíÿ è ò.ä.

Ðèñ. 1. Ãðàô âûçîâîâ.

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå ñëîæèëàñü è àðõèòåêòóðà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Òàêàÿ àð-

õèòåêòóðà ïîçâîëÿåò ëåãêî ìàñøòàáèðîâàòü ñèñòåìó è áûñòðî àäàïòèðîâàòü å¼ äëÿ äðóãèõ àëãåáð

Êëèôôîðäà. Â íèæíåé ñòðîêå ïåðå÷èñëåíû ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ÿäðî ñèñòåìû. Î íèõ áóäåò

ðàññêàçàíî â êîíöå. Î ôóíêöèÿõ â äðóãèõ ñòðîêàõ áóäåò ðàññêàçàíî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ.

Âïðî÷åì, îá èõ íàçíà÷åíèÿõ íåñëîæíî äîãàäàòüñÿ ïî èõ èìåíàì.
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6. Îáùèå ïðàâèëà è ñîãëàøåíèÿ

Ïðè ðàáîòå ñ ïàêåòîì SUSY_Diracus íåîáõîäèìî ïðèíÿòü íåñêîëüêî ñîãëàøåíèé.

Åñòü íåñêîëüêî ñèìâîëîâ, êîòîðûå íå íóæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ. Îíè îáðà-

áàòûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàêåòà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Ýòî: Ω, γ, δ, C,C1, ηη, θ.

� γ � îáîçíà÷àåò ãàììà-ìàòðèöó Äèðàêà γ0, γ1, γ2, γ3, γ5,

� θ � Ãðàññìàíîâà ïåðåìåííàÿ,

� δ � ñèìâîë Êðîíåêêåðà,

� C1 � îáîçíà÷àåò iγ0γ2,

� C1 = C−1 � îáîçíà÷àåò iγ2γ0,

� Ω � èìÿ ôîðìàëüíîé ôóíêöèè, îôîðìëÿþùåé ïðîèçâåäåíèå γa1 ...γan , íàïðèìåð, Ω(γ1, γ3),

� ηη � òåíçîð Ìèíêîâñêîãî.

Ýòè ñèìâîëû íå äîëæíû âñòðå÷àòüñÿ íà ïîçèöèÿõ èíäåêñîâ è áîëåå íè â êàêîé äðóãîé ðîëè. Âñå áî-

çîííûå è ñïèíîðíûå èíäåêñû ïðè êîîðäèíàòíûõ ïåðåìåííûõ ñ÷èòàþòñÿ âåðõíèìè. Â âûðàæåíèÿõ

Maple:[
> xa, θc, δξ,η,Ω(γb)α,β

èíäåêñû a, b, c, β è η ñ÷èòàþòñÿ âåðõíèìè, α è ξ íèæíèìè. Èíäåêñû a è b íàçîâ¼ì áîçîííûìè, à

α, β, η, ξ è c -ñïèíîðíîãî òèïà èëè ñïèíîðíûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåñòîì èõ ðàñïîëîæåíèÿ. Ýòî

âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñè [2, 14,15]:

xa, θc, δηξ , (γ
b)βα

Îáîçíà÷åíèÿ Ω(γ5)α,β � åñòü (γ5)βα, ò.å. â âûðàæåíèÿõ Ω (. . . )...,..., δ...,... ïåðâûé èíäåêñ ñ÷èòàåòñÿ

íèæíèì, âòîðîé � âåðõíèì. Èñêëþ÷åíèå: Ω(C1)α,β −
(
C−1

)
αβ
,Ω(C)α,β − Cαβ . Åñëè â âûðàæå-

íèè ïðîèçâåäåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ èíäåêñû ñïèíîðíîãî òèïà, ïî íèì ïðåäïîëîãàåòñÿ

ñóììèðîâàíèå.

7. Èíòåðôåéñ

7.1. gammaExpand

gammaExpand (A)

Ïðîöåäóðà gammaExpand � ãëàâíàÿ êîììàíäà ïðîãðàììíîãî ïàêåòà êîìïëåêñà. Îíà ðàñ-

êðûâàåò âñå ñêîáêè è âûïîëíÿåò âñå ñâ¼ðòêè ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ ïðè γa. Îòâåò ôîðìóëèðóåòñÿ â

òåðìèíàõ δ, γ0, γ1, γ2, γ3. Â êàæäîì ìîíîìå ãàììà-ìàòðèöû âûñòðàèâàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ

èõ áîçîííûõ èíäåêñîâ. Ñïèíîðíûå èíäåêñû ðàññòàâëÿþòñÿ â ëåêñîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Ïðèìåðû:[
> gammaExpand (θµ ∗ Ω(γ0, γ3)µ,τ ∗ Ω(C)τ,ξ) ;

IΩ(γ2, γ3)µ,ξθµ

Ïîëíàÿ îáðàáîòêà èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì àëãîðèòìîì:

1Ñ ïîìîùüþ àíòèñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû C = Cαβ ìîæíî ïîäíèìàòü ñïèíîðíûå èíäåêñû α, β, ... , à ñ ïîìîùüþ
îáðàòíîé ê íåé ìàòðèöû C−1 = C−1

αβ îïóñêàòü -, ñîãëàñíî ôîðìóëàì ( [2] ñòð.79):

θα = θβC
βα; θα = (C−1)βαθ

β = −(C−1)αβθ
β .

.
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[
> S := ... :[
> S := SimplifyByTh(expand(S)) :[
> S := CorrectIndex(S, [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4]) : ] åñëè òîëüêî ýòèõ èíäåêñîâ íåò â èñõîäíîì âûðàæå-

íèè. [
> S := gammaExpand(S) :[
> S := ExamExpress(S) :[
> S := LikeGammaMember(expand(S)) :[
> S := gammaExpand(S) :

Ýòè êîìàíäû ðåêîììåíäóåòñÿ îêàí÷èâàòü äâîåòî÷èåì, ÷òîáû íå çàãðóæàòü ðàáî÷åå ïîëå ïðî-

ìåæóòî÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè.

7.2. CorrectIndex

CorrectIndex (A,w)

Ïðîöåäóðà CorrectIndex çàìåíÿåò ñïèíîðíûå èíäåêñû â ïîëèíîìå A. w � ýòî ìíîæåñòâî

ñèìâîëîâ, íå ôèãóðèðóæùèõ â êà÷åñòâå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ â ñêðèïòå è (âàæíî) íåâñòðå÷à-
þùèõñÿ2 â âûðûæåíèè A.

7.3. LikegammaMember

LikegammaMember (A)

Â âûðàæåíèè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ îäèíàêîâûå ïî ñìûñëó ÷ëåíû, (îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü íåìûìè

èíäåêñàìè). Òàê êàê Maple òðàêòóåò èõ êàê íàáîð ñèìâîëîâ, îí íå ðàñïîçíà¼ò èõ êàê ïîäîáíûå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóðà LikegammaMember, êîòîðàÿ âûÿâëÿåò

ïîäîáíûå Ãàììà�÷ëåíû, äåëàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çàìåíû èíäåêñîâ. ÂÍÈÌÀÍÈÅ: èíäåêñû èñ-

õîäíîãî âûðàæåíèÿ íå äîëæíû ñîäåðæàòü ñèìâîëà "ω", ò.ê ýòîò ñèìâîë èñïîëüçóåòñÿ ñàìîé ôóíê-

öèåé LikegammaMember (A). Ýòî óñëîâèå âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ subs (ñì.

âûøå). Îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûé õîä ëîãèêè. Âñå îñòàëüíûå

ôóíêöèè îáðàòûâàþò ìíîãî÷ëåíû, îáðàáàòûâàÿ êàæäûé îäíî÷ëåí. Ñäåñü æå ðàáîòû íà÷èíàåòñÿ

ñ îñìîòðà âñåãî èõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Èäåÿ àëãîðèòìà îñíîâûâàåòñÿ íà ñîçäàíèè õåøà3 èëè ñëîâàðÿ ïðîèçâåäåíèé γ-ìàòðèö. Ýòî

ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîøüþ ñèñòåìû êîíñòðóêöèé hashmset : −new è array.

Íàïðèìåð: âûðàæåíèå[
> Ω(γ0, γ3)µ,τθµ + Ω(γ0, γ3)α,τθα

îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé òîãäà êàê:[
> LikegammaMember

(
Ω(γ0, γ3)µ,τθµ + Ω(γ0, γ3)α,τθα

)
;

2Ω(γ0, γ3)ω112,τθω112

. Ïîýòîìó ëó÷øå:[
> CorrectIndex

(
LikegammaMember

(
Ω(γ0, γ3)µ,τθµ + Ω(γ0, γ3)α,τθα

)
, [µ, τ ]

)
;

2Ω(γ0, γ3)µ,τθµ

.

7.4. SimplifyByTh

SimplifyByTh (A)

Ïðîöåäóðà SimplifyByTh óáèðàåò èç âûðàæåíèÿ ÷ëåíû ñîäåðæàùèå (ïîðÿäîê ïî θα)> Dim.

2Ýòî ÿâëÿåòñÿ êðóïíîé íåäîðàáîòêîé ñîçäàòåëåé êîìïëåêñà, êîòîðûå ïðîñÿò çà ýòî ïðîùåíèÿ ó âñåõ ïîëüçîâàòå-
ëåé è îáÿçóþòñÿ èñïðàâèòü â ñêîðîì áóäóùåì.

3ñì., íàïðèìåð, ñòð. 123, Ð. Øâàðö, Ò.Ôåíèêñ, Èçó÷àåì PERL, 5-å èçäàíèå, èçä. Ñèìâîë, Ñò-Ïåòåðáóðã-Ìîñêâà,
2009ã.
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7.5. Ffactor

Ffactor (A)

Ýòà ôóíêöèÿ âûíîñèò îáùèé ìíîæèòåëü çà ñêîáêè. Ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ factor, ê ñîæàëå-

íèþ, íå ñïðàâëÿåòñÿ ñ âûðàæåíèÿìè íàøåãî âèäà.

Ïðèìåðû:[
> Ffactor(−2 ∗ I ∗ κ ∗ t ∗Ω(γ1, γ2, C1)α,µ ∗ CQ2 ∗ CQ1− 2 ∗ I ∗ κ ∗ y ∗Ω(γ0, γ1, C1)α,µ ∗ CQ2 ∗

CQ1 + 2 ∗ I ∗ x ∗ Ω(γ0, γ2, C1)α,µ ∗ κ ∗ CQ2 ∗ CQ1− 2 ∗ κ ∗ z ∗ Ω(γ5, C1)α,µ ∗ CQ2 ∗ CQ1);

2∗I ∗CQ2∗CQ1∗(I ∗z∗Ω(γ5, C1)α,µ−t∗Ω(γ1, γ2, C1)α,µ+x∗Ω(γ0, γ2, C1)α,µ−y∗Ω(γ0, γ1, C1)α,µ)∗κ

7.6. Âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ.
RepresLowIndex è RepresUpperIndex

RepresLowIndex (A,w)

RepresUpperIndex (A,w)

Âîçìåì ïðîèçâîëüíóþ ãàììà�ìàòðèöó (γa)
β
α. Ìû âèäèì äâà ñïèíîðíûõ èíäåêñà � âåðõíèé è

íèæíèé. Óìíîæèì ýòó ìàòðèöó íà (C)
αξ(

C−1
)
ξµ

ñïðàâà.

(γa)
β
α(C)

αξ(
C−1

)
ξµ

= i(γa)
β
α

(
γ0γ2

)ξ
α

(
C−1

)
ξµ

= i
(
γ2γ0

)α
ξ

(γa)
β
α

(
C−1

)
ξµ

=

= i
(
γ2γ0γa

)β
ξ

(
C−1

)
ξµ

= i
((
γ2γ0γa

)T)ξ
β

(
C−1

)
ξµ

= i
((
γ2γ0γa

)T
C−1

)
βµ

Ñàì îáúåêò íå èçìåíèëñÿ, íî îáðåë çàïèñü ñ äâóìÿ íèæíèìè ñïèíîðíûììè èíäåêñàìè. Àíàëîãè÷íî

ïîëó÷àåòñÿ çàïèñü ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè. Ýòîò ýôôåêò ìîæíî íàçâàòü äèçàéíîì âèäà âûðàæåíèÿ.

Ôóíêöèè RepresLowIndex è RepresUpperIndex ïðåîáðàçóþò äàííóþ çàïèñü â çàïèñü ñ îïó-

ùåííûìè (ïîäíÿòûìè) èíäåêñàìè. Èíäåêñû, ïîäëåæàùèå ïåðåìåùåíèþ, äîëæíû áûòü óêàçàíû âî

âòîðîì àðãóìåíòå w êàê ìíîæåñòâà.

Ïðèìåðû:[
> RepresUpperIndex(Ω(γ1, γ2)a,b ∗ Ω(γ0, γ3)b,c ∗ Ω(γ1, γ3)u,d, {a, d, u});

Ω(γ2, γ1)b,aΩ(γ0, γ3)b,cΩ(C, γ5)u,d[
> RepresLowIndex(gammaExpand(Ω(γ1, γ2)a,b ∗ Ω(γ0, γ3)b,c ∗ Ω(γ1, γ3)c,d), {a, d})

Ω(C, γ5)u,dIΩ(C1)a,d

7.7. SeriesByGrassman

SeriesByGrassman (A)

Ýòó è äâå ïîñëåäóùèå ôóíêöèè òàêæå ìîæíî îòíåñòè ê îáëàñòè äèçàéíà âûðàæåíèé. Ôóíêöèÿ

SeriesByGrassman ïðèíèìàåò ãðàññìàíîâî âûðàæåíèå è ãðóïïèðóåò â í¼ì ñëàãàåìûå ïî ñòåïåíÿì

ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåðû:[
> SeriesByGrassman(G(x, y)+Ω(γ1, γ2)a,b∗θa+Ω(γ0, γ3)b,c∗Ω(γ1, γ3)u,d∗θb∗θu−Ω(γ1)a,b∗θa);

G(x, y) + (Ω(γ1, γ2)a,b − Ω(γ1)a,b) ∗ θa + Ω(γ0, γ3)b,c ∗ Ω(γ1, γ3)u,d ∗ θb ∗ θu

7.8. SplitByGrassman

SplitByGrassman (A)

Ôóíêöèÿ SplitByGrassman ïðèíèìàåò ãðàññìàíîâî âûðàæåíèå è âûäà¼ò ìàññèâ, ýëåìåíòàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå ïî ñòåïåíÿì ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ ÷àñòè èñõîäíîãî âûðàæå-

íèÿ. Òàê â 1-ì ýëåìåíòå ìàññèâà îêàæåòñÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ, íå ñîäåðæàùàÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðå-

ìåííûõ. Â n-ì ýëåìåíòå áóäóò íàõîäèòüñÿ ñëàãàåìûå, èìåþùèå ïîðÿäîê n − 1 ïî ãðàññìàíîâûì

ïåðåìåííûì.
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7.9. SplitByGrassman1

SplitByGrassman1 (A)

Ýòî ñêîðîñòíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðåäûäóùåé ôóíêöèè. SplitByGrassman1 íå çàíèìàåòñÿ âûíå-

ñåíèåì çà ñêîáêè îáùèõ ìíîæèòåëåé.

7.10. RepresGL

RepresGL (A,Six)

Ôóíêöèÿ RepresGL âû÷èñëÿåò GL(4)-ïðåäñòàâëåíèå âûðàæåíèÿ A. Îíà ïðèíèìàåò äâà àð-

ãóìåíòà. Ïåðâûé � ñàìî âûðàæåíèå, âòîðîé Six-set of indexes � ìàññèâ åãî ñâîáîäíûõ èíäåêñîâ

(çàïèñûâàåòñÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � [], [α], [α, β]).

Âûðàæåíèå íå äîëæíî ñîäåðæàòü òåðìèíû C, C1 è γ5.

Ïðèìåðû:[
> eval (RepresGL (Ω(γ1)a,b, [a, b])) ;

0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


7.11. Íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû

7.11.1 Ïðèìåð 1

Âîò ïðèìåð èññëåäîâàíèÿ èçâåñòíîãî [2] òîæäåñòâà:(
C−1

)
αβ

(γ5)γ
δ

+
(
C−1

)
βγ

(γ5)α
δ

+
(
C−1

)
γα

(γ5)
δ
β +

(
γ5C

−1
)
αβ
δδγ +

(
γ5C

−1
)
βγ
δδα+

+
(
γ5C

−1
)
γα
δδβ = 0 :

[
> IC (a, b, c, d) := Ω (γ5,C1 )b,c δa,d + Ω (γ5,C1 )c,a δb,d + Ω (γ5,C1 )a,b δc,d + Ω (C1 )a,b Ω (γ5)c,d +

Ω (C1 )b,c Ω (γ5)a,d + Ω (C1 )c,a Ω (γ5)b,d :[
> RepresLowIndex

(
CorrectIndex

(
gammaExpand

(
LikeGammaMember

(
gammaExpand

(
IC (a, b, c, d) θaθbθc

)))
, α β ξ

)
, {α, b, β, ξ}

)
;

−3 θαθβθξ

(
δα,dΩ (γ5,C1 )ξ,β + Ω (C1 )ξ,β Ω (γ5)α,d

)

7.11.2 Ïðèìåð 2[
> A := iC1 Ω (γ0, γ1, γ3)β,η8 Ω (γ0, γ2)α,ν8 θη8θν8 + iC1 Ω (γ0, γ1, γ3)β,η8 Ω (γ0, γ2)α,µ8 θη8θµ8 +

2C2 Ω (γ2)α,β Ω (γ0, γ2)µ8,ν8 θµ8θν8 − C2 Ω (γ2)β,η8 Ω (γ0, γ2)α,ν8 θη8θν8−
C2 Ω (γ2)β,η8 Ω (γ0, γ2)α,µ8 θη8θµ8 + iC1 Ω (γ0, γ1, γ3)α,η8 Ω (γ0, γ2)β,ν8 θη8θν8+

iC1 Ω (γ0, γ1, γ3)α,η8 Ω (γ0, γ2)β,µ8 θη8θµ8 − C2 Ω (γ2)α,η8 Ω (γ0, γ2)β,ν8 θη8θν8−
C2 Ω (γ2)α,η8 Ω (γ0, γ2)β,µ8 θη8θµ8 :[

> CorrectIndex (gammaExpand (LikeGammaMember (A)) , [µ ν]) ;

−2θµθν
(
iC1Ω (γ0, γ1, γ3)β,ν Ω (γ0, γ2)α,µ − iC1 Ω (γ0, γ1, γ3)α,µ Ω (γ0, γ2)β,ν −

−C2 Ω (γ0, γ2)α,µ Ω (γ2)β,ν + C2 Ω (γ2)α,β Ω (γ0, γ2)ν,µ + C2 Ω (γ0, γ2)β,ν Ω (γ2)α,µ
)
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7.11.3 Ïðèìåð 3

Ïðèìåð âçÿòèÿ ñå÷åíèÿ ìíîãîâàëåíòíîãî òåíçîðà:[
> eval

(
subs

(
β = 2, RepresGL

(
Ω (γ3)a,bΩ (γ0, γ2)β,µθµ, [a, b]

)))
;

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Iθ4 −Iθ3 Iθ2 −Iθ1


8. Äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè

8.1. SusyDi�

SusyDiff (A,B, Index)

Ýòà êîìàíäà îáîáùàåò ñòàíäàðòíóþ íà ñëó÷àé ãðàññìàíîâûõ ôóíêöèé. Ïðåæäå âñåãî: â ðàáî-

÷åì ñêðèïòå äîëæåí áûòü îáúÿâëåí ìàññèâ p = [t, x, y, z, θ], â êîòîðîì â ñîîòâåòñòâèè ñ ñèãíàòóðîé

ïðåäñòâëåíû êîîðäèíàòíûå ïåðåìåííûå ðàáî÷åãî ñóïåðìíîãîîáðàçèÿ[
> p := array(0..4, [t, x, y, z, θ]) :.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òðè àðãóìåíòà. Çäåñü: A-âûðàæåíèå, êîòî-

ðîå íóæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü, B- ÷èñëî 0 . . . 4- èíäåêñ ýëåìåíòà ìàññèâà p, ïðåäñòàâëÿþùåãî

ïåðåìåííóþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè B = 4, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ ∂
∂θα , íåîáõîäèì 3-é àð-

ãóìåíò Index. Index � ýòî ñèìâîë èíäåêñà ãðàññìàíîâîé ïåðåìåííîé, òîãî ñàìîãî α. Ãðàññìàíîâû

ïåðåìåííûå, âñòðå÷àþùèåñÿ â âûðàæåíèÿõ A, èìåþò èíäåêñû, êîòîðûå ñóòü � íåìû. Ïîýòîìó

èíäåêñ, ñîîòâåòñòâóþùåé äèôôåðåíöèðóåìîé ïåðåìåííîé, ïîäëåæèò çàìåíå íà èíäåêñ ïðè ïåðå-

ìåííîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðûé óêàçûâàåòñÿ â 3-òåì àðãóìåíòå.

Ïðèìåð:[
> SusyDiff

(
f (t, x) Ω (γ0, γ3)µλθµ, 1, τ

)
;

∂f (t, x)

∂x
Ω (γ0, γ3)µλθµ[

> SusyDiff
(
f (t, x) Ω (γ0, γ3)µλθµ, 4, τ

)
;

f (t, x) Ω (γ0, γ3)τλ

9. Óðîâåíü îäíî÷ëåíîâ

9.1. SpecialMultiply

SpecialMultiply (A,B)

Ïðîöåäóðà SpecialMultiply � ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìîâ A è B. ßâëÿåòñÿ ïîäâîäÿùåé ïðîöå-

äóðîé äëÿ gammaExpand.

9.2. PutIndex

PutIndex (A,w)

Ïðîöåäóðà PutIndex çàìåíÿåò ñïèíîðíûå èíäåêñû â ìîíîìå. Àðãóìåíòû ôóíêöèè èìåþò òîò

æå ñìûñë, ÷òî è â CorrectIndex, íî A - îäíî÷ëåí.

9.3. ConcretReprMnm

ConcretReprMnm(A,Six)

ßâëÿåòñÿ çâåíîì öåïî÷êè äëÿ RepresGL. Âû÷èñëÿåò GL(4)-ïðåäñòàâëåíèå îäíî÷ëåíà A. Àð-

ãóìåíòû ôóíêöèè èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â RepresGL, íî A - îäíî÷ëåí.
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9.4. Transps

Transps (A)

Ïðîöåäóðà Transps ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà âûðàæåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âèäà

f
(
x1, . . . , xn

) (
γa

i
m1γa

i
m2 . . . γa

i
mi

)β
α

(â Maple�çàïèñè � f (x1, . . . , xn) Ω
(
γam1,i

γam2,i
. . . γami,i

)
αβ
).

Âîçâðàùàåò òðàíñïîíèðîâàííîå âûðàæåíèå.

9.5. ComRule

ComRule (A,B)

Ïðîöåäóðà ComRule âûïîëíÿåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíî÷ëåíîâ A è B. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ

÷àñòåé. Ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà äâà âûðàæåíèÿ âèäà (γa, ..., γc)
β
α (â Maple�çàïèñè �

Ω(γa, ..., γc)α,β). Ñíà÷àëà ðàñïîçíàåò ïîðÿäîê ñâåðòêè ïðîèçâåäåíèé γa · · · γc, çàòåì ïðîèçâîäèò

âûñòðàèâàíèå Ω(γa, ..., γc)α,β ïî àëôàâèòíîìó âîçðàñòàíèþ ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ. Â ñëó÷àå îáðàçî-

âàíèÿ ñâåðòêè Ω(γa, ..., γc)α,α, â ñèëó áåññëåäîâîñòè γa, âîçâðàùàåò 0.

9.6. MulGm

MulGm (A,B)

Ïðîöåäóðà MulGm âûïîëíÿåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíî÷ëåíîâ A è B, ïðèíèìàåò â êà÷å-

ñòâå àðãóìåíòà äâà âûðàæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âèäà, ñîäåðæàùèå íåñêîëüêî ìíîæèòåëåé

Ω(γa, ..., γc)α,β . Âîçâðàùàåò óïðîùåííîå âûðàæåíèå.

10. Êëèôôîðäîâ óðîâåíü

Çäåñü ñîáðàíû ïðîöåäóðû, âûïîëíÿþùèå âû÷èñëåíèÿ â àëãåáðå Êëèôôîðäà. Â íàøåì ñëó÷àå

ýòî àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà

γaγb + γbγa = 2ηabδ.

10.1. ComGm

ComGm (A,B)

Ïðîöåäóðà ComGm âûïîëíÿåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíî÷ëåíîâ A è B. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ

÷àñòåé. Îíà ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà äâà âûðàæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âèäà, ñîäåðæà-

ùèå Ω(γa, ..., γc). Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ γ
a · · · γc, çàòåì âûñòðàèâàíèå

γa · · · γc ïî âîçðàñòàíèþ èíäåêñà. Ïðè A = 1, ôàêòè÷åñêè ñðàáàòûâàåò òîëüêî âòîðàÿ ÷àñòü. Ïðîöå-

äóðà ComGm ðåàëèçóåò, ñîáñòâåííî, âû÷èñëåíèÿ â àëãåáðå ìàòðèö Äèðàêà. Ýòîò àëãîðèòì ñîñòîèò

èç äâóõ ÷àñòåé: ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, çàòåì ïðîèçâî-

äèòñÿ ðàññòàíîâêà ìíîæèòåëåé ðåçóëüòèðóþùåãî âûðàæåíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ âåêòîðíîãî èíäåêñà.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ ëîãèêà ýòîé ïðîöåäóðû òàêîâà:
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�
�
�
� �

�
�
�

?

A = z1 ∗ Ω

(
γaim1

, γaim2
, . . . , γaimn

)
,

B = z2 ∗ Ω

(
γaiq1

, γaiq2
, . . . , γaiqp

)

?

Ñîçäàíèå ìàññèâà ìíîæèòåëåé A ∗ B,
â êîòîðîì ñèìâîëû C è C−1 çàìåíÿþòñÿ íà

iγ0γ2 è iγ2γ0 ñîîòâåòñòâåííî

?

Óïðîùåíèÿ â àëãåáðå ìàòðèö Äèðàêà.

Ðàññòàíîâêà ìíîæèòåëåé ðåçóëüòèðóþùåãî

âûðàæåíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ âåêòîðíîãî

èíäåêñà.

Ïðèìåð:[
> ComGm(Ω(γ0, γ3),Ω(γ1, γ3));

−ηη3,3Ω(γ0, γ1)

10.2. TransDgm

TransDgm (A)

Ïðîöåäóðà TransDgm ðåàëèçóåò òðàíñïîíèðîâàíèå àðãóìåíòà. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé

ïðîöåäóðû åñòü ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ {γ0, γ1, γ2, γ3, C, C1}. Âîçâðàùàåò ïàðó: çíàê, ñèìâîë. Âîç-

âðàùàåò ïàðó: çíàê, ñèìâîë. Ïðèâåä¼ì å¼ òåêñò:
TransDgm:=proc (a)

if a = gamma[0] then return 1, gamma[0] end if;

if a = gamma[1] then return -1, gamma[1] end if;

if a = gamma[2] then return 1, gamma[2] end if;

if a = gamma[3] then return -1, gamma[3] end if;

if a = gamma[4] then return 1, gamma[4] end if;

if a = gamma[5] then return 1, gamma[5] end if;

if a = C then return -1, C end if;

if a = C1 then return -1, C1 end if;

return 1, a :

end:

Ïåðåïèñàâ å¼, ìîæíî ïîëó÷èòü êîìïëåêñ äëÿ ðàáîòû ñ äðóãîé àëãåáðîé Êëèôôîðäà.

11. ßäðî ñèñòåìû

Ñþäà âõîäÿò óòèëèòû, ðåøàþùèå òåõíè÷åñêèå çàäà÷èè ñèñòåìû. Èõ ñóùåñòâîâàíèå îáëåã÷àåò

÷èòàåìîñòü âûçûâàþùèõ èõ àëãîðèòìîâ, ÷òî öåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììèñòà.

11.1. TransformToArray

TransformToArray (A)

Ïðîöåäóðà TransformToArray ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà âûðàæåíèå ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîãî âèäà. Âîçâðàùàåò ìàññèâ, ñîñòîÿùèé èç ìíîæèòåëåé. Â ñëó÷àå åñëè ìíîæèòåëü èìååò âèä:

Ω(γa, ..., γc), îí îòîáðàæàåòñÿ â ó÷àñòîê ìàññèâà ñ ýëåìåíòàìè γa, ..., γc â ïðåäïèñàííîì ïîðÿäêå.

11.2. TransformSumToArray

TransformSumToArray (A)
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Ïðîöåäóðà TransformSumToArray � òåõíîëîãè÷åñêàÿ. Ïðåîáðàçóåò ïîëèíîì â ìàññèâ ñëà-

ãàåìûõ.

Äâå ïîñëåäíèå ïðîöåäóðû âîçâðàùàþò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà îáúåêò òèïà rTable, êîòîðûé

èìååò êîëëåêöèþ ñîáñòâåííûõ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ, îïèñàííûõ â ñïðàâêå Maple. Â ÷àñòíîñòè,

÷òîáû óçíàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ðåçóëüòàòå, íóæíî âûçâàòü ôóíêöèþ ArrayNumElems(. . . ).

11.3. Contract

Contract (A,B)

Ïðîöåäóðà Contract ðåàëèçóåò ñâåðòêó: Ω(γa, ..., γc)α,µδµ,β = Ω(γa, ..., γc)α,β . Âûçûâàåòñÿ åñëè

îäèí èç ñîìíîæèòåëåé - δµ,β .

11.4. Indeti�cation

Indetification (A)

� áóëåâà ôóíêöèÿ. Íàïèñàíà äëÿ ñîêðàùåíèÿ êîäà. Âîçâðàùàåò true, åñëè àðãóìåíò - Ω (. . . )...
èëè δ...-êîíñòðóêöèÿ è false â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

11.5. DispatcherOfFactors

DispatcherOfFactors (A,B)

Â ñèëó òîãî, ÷òî çäåñü îáúåêòû ñî ñïèíîðíûìè èíäåêñàìè èìåþò íåîäíîðîäíîå íàïèñàíèå

Ω (. . . )α,β è δα,β , ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîèçâåäåíèé âîçíèêàþò ÷åòûðå, îáðàáàòûâàåìûõ ïî-ðàçíîìó,

ñèòóàöèè:

Ω (. . . )...,...Ω (. . . )...,..., δ...,...δ...,..., δ...,...Ω (. . . )...,... Ω (. . . )...,...δ...,....

Ýòîìó ïîñâÿùåíà ïðîöåäóðà DispatcherOfFactors � ïåðåêëþ÷àòåëü ìåæäó ñâåðòêàìè ðàçëè÷íûõ

òèïîâ.

Çàêëþ÷åíèå

Çäåñü ïðèâåäåíû ëèøü ñàìûå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î êîìïëåêñå SUSY_Diracus. Ñêàçàííîãî

äîñòàòî÷íî äëÿ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ èíñòðóìåíòîâ. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòà ðàáîòà

ïîçâîëèò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óñêîðèòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåì ïðîñòóþ è äîâîëüíî âîñòðåáîâàííóþ ïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ êîì-

ìóòàòîð äâóõ ñóïåðãåíåðàòîðîâ ñóïåðàëãåáðû so (4, 2), ñóïåðãåíåðàòîðà ñåìåéñòâà ñóïåðâðàùåíèé

Mab = xa∂b − xb∂a +
1

2
θα(γab)

β
α∂β

è ñóïåðãåíåðàòîðà äèëàòàöèé

D = xa∂a +
1

2
θα∂α.

Âûðàæåíèå

[Mab, D] = 0

èçâåñòíî [2]. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì åãî äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ ñóïåðãåíåðàòîðîâ

â ïðîãðàììå íàáðàíû âåðíî. Â ñëó÷àå óñïåõà ïðîãðàììà íè÷åãî âûâîäèòü íå äîëæíà. Èìåííî

âîïðîñ âûâîäà ðåøàåòñÿ â ñòðîêå

for u from 1 to 5 do : if L[u] <> 0 then print(i, u, L[u]) : fi : od :

Ñòðóêòóðà ïðîãðàììû � î÷åâèäíà:

� çàãðóçêà SUSY_Diracus,

� èíèöèàëèçàöèîííûå íàñòðîéêè,
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� çàïèñü ñóïåðãåíåðàòîðîâ,

� ïîäãîòîâêà èõ ê âû÷èñëåíèÿì,

� ðàñ÷åò ñóïåðêîììóòàòîðà,

� îáðàáîòêà ñóïåðâûðàæåíèÿ,

� âûâîä.[
> read ”SUSY_Diracus.mpl”[
> ηη := Array(0..5, 0..5, fill = 0) :[
> ηη0,0 := 1 : ηη1,1 := −1 : ηη2,2 := −1 : ηη3,3 := −1 : ηη5,5 := 1 :[
> p := array(0..4, [t, x, y, z, theta]) :[
> dp := array(0..4, [dt, dx, dy, dz, dth]) :[
> M := array(0..3, 0..3) :[
> for i from 0 to 3 do :

for j from 0 to 3 do :

Mi,j := ηηi,i∗pi∗dpj−ηηj,j ∗pj ∗dpi+ 1
4 ∗p4[α1]∗ηηi,i∗ηηj,j ∗

(
Ω (γi, γj)α1,τ − Ω (γj , γi)α1,τ

)
:

od :

od :[
> DD := sum(pk ∗ dpk, k = 0..3) +

θµ∗δµ,τ
2 ∗ dp4[τ ] :[

> GX1 := array(0..4);GX2 := array(0..4) :[
> a := 1; b := 2 : ]ýòà ñòðîêà âûâåäåíà íåñëó÷àéíî. Îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óïðàâëåíèÿ. Â

äàííîì ñëó÷àå çàäàí ñóïåðãåíåðàòîð M1,2.[
> Wk := Ma,b :

for i from 0 to 4 do :

if i < 4 then GX1i := simplify (diff(Wk, dpi)) : else GX1i :=

simplify (diff(Wk, dpi[τ ])) :

fi :

od :[
> Wk := DD :

for i from 0 to 4 do :

if i < 4 then GX2i := simplify (diff(Wk, dpi)) : else GX1i :=

simplify (diff(Wk, dpi[τ ])) :

fi :

od :[
> for i from 0 to 4 do :

s := add(subs(τ = κ,GX1[k]) ∗ SusyDiff(GX2[i], k, κ) − subs(τ = κ,GX2[k]) ∗
SusyDiff(GX1[i], k, κ), k = 0..4) :

SLy := CorrectIndex(SimplifyByTh(expand(s)), [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4]) :

SLy := gammaExpand(SLy) :

SLy := ExamExpress(SLy) :

SLy := LikeGammaMember(SLy) :

L := SplitByGrassman(SLy) :

for u from 1 to 5 do : if L[u] <> 0 then print(i, u, L[u]) : fi : od :

od :[
>

Åñëè îñòàâèòü êîìàíäó print(i, u, L[u]); â òîé æå ñòðîêå áåç âñÿêèõ óñëîâèé, ïîëó÷èòñÿ âûâîä

ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðà

[Mab, D]



68 Ì.Õ. Ëþëèíñêèé

ïî êîìïàíåíòàì è ïî ñòåïåíÿì ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ôàéëû ýòîãî è äðóãèõ ïðèìåðîâ äóñòóïíû ïî àäðåñó: www.miklul.ru/Maple.
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