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Введение

Несмотря на то, что стандартные инфляционные сценарии, основанные на теории гравитации
Эйнштейна и постулировании существования некоторого канонического скалярного поля (инфла-
тона), являющегося источником ускоренного расширения Вселенной на ранней стадии ее эволю-
ции, успешно объясняют происхождение крупномасштабной структуры, анизотропию реликтового
излучения и механизмы образования элементарных частиц [1–3], то есть дают последовательный
метод объяснения происхождения Вселенной и ее дальнейшей эволюции, в настоящее время рас-
сматриваются космологические модели на основе различных модификаций общей теории относи-
тельности [4–10].
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Обычным методом анализа космологических моделей с модифицированными теориями грави-
тации являются конформные преобразования метрики, которые приводят действие, определяющее
модель с модифицированной гравитацией, к действию Эйнштейна-Гильберта с соответствующим
преобразованием геометрических и материальных компонент в действии, что соответствует пере-
ходу от представления Йордана к представлению Эйнштейна для произвольного вида метрики
пространства-времени [4–6].

Тем не менее, актуальным представляется подход, в котором определяются функциональ-
ные и параметрические связи между модифицированными теориями гравитации и ОТО на фоне
пространства Фридмана-Робертсона-Уокера непосредственно из уравнений динамики, что позво-
ляет производить оценку расхождений в предсказаниях этих теорий при построении актуальных
космологических моделей [9, 10].

Также, при построении моделей ранней Вселенной важное значение имеет их верификация, то
есть сопоставление предсказаний теории с имеющимися на данный момент наблюдениями, связан-
ными с анизотропией и поляризацией реликтового излучения, барионными акустическими осцил-
ляциями и оценкой значения параметра Хаббла на современной стадии повторного ускоренного
расширения [11,12].

В рамках теории космологических возмущений, квантовые флуктуации скалярного поля по-
рождают соответствующие возмущения метрики пространства-времени. В линейном порядке тео-
рии космологических возмущений учитываются три типа возмущений, которые развиваются неза-
висимо. Скалярные возмущения являются источником крупномасштабной структуры, тензорные
возмущения представляют собой реликтовые гравитационные волны, а векторные возмущения
быстро угасают в процессе ускоренного расширения вселенной.

Таким образом, скалярные и тензорные возмущения оказывают влияние на реликтовое из-
лучение по наблюдением которого можно определить ограничения на значения характеристик
скалярных и тензорных возмущений [2,3].

Поскольку характеристики космологических возмущений зависят от модели космологической
инфляции, сопоставление предсказываемых в модели значений параметров космологических воз-
мущений современным наблюдательным ограничениям является важным критерием проверки кор-
ректности космологических моделей.

В данной работе рассматриваются различные методы преобразования исходных космологи-
ческих моделей, не соответствующих наблюдательным ограничениям, к новым верифицируемым
по наблюдательным данным моделям. Также рассматривается влияние различных модификаций
общей теории относительности на параметры космологических моделей.

1. Космологические модели со скалярным полем

Модели инфляционного ускоренного расширения Вселенной на раннем этапе ее эволюции,
то есть на временах близких ко времени Планка, в настоящее время, становятся все более убе-
дительными как необходимый этап, модифицирующий стандартную теорию Большого Взрыва,
которая основана на фридмановских решениях уравнений гравитационного поля для Вселенной,
заполненной обычным барионным веществом с положительной плотностью энергии 𝜌𝑚 > 0 и дав-
лением 𝑝𝑚 > 0, 𝜌𝑚 + 𝑝𝑚 > 0. Однако, экстраполяция фридмановских решений на ранние времена
приводит ко многим неразрешимым проблемам при построении на их основе сценариев эволюции
Вселенной [1].

Экспоненциальное (де Ситтеровское) расширение, предполагающее 𝑝 = −𝜌, или близкое к
нему расширение ранней Вселенной на основе эволюции некоторого вещества с уравнением состо-
яния 𝑝 ≃ −𝜌, то есть с отрицательным давлением, является особенностью инфляционных моделей,
которые позволяют решить проблемы стандартной модели теории Большого Взрыва, именно, про-
блемы горизонта, плоскостности, однородности, изотропности, малой концентрации экзотических
состояний материи (доменных стенок, релитовых монополей и др.), анизотропии реликтового из-
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лучения, начальной сингулярности и некоторые другие проблемы [1].
В качестве источника ускоренного расширения ранней Вселенной с уравнением состояния

𝑝 ≃ −𝜌 можно рассматривать некоторое скалярное (бозонное) поле. Статистика Бозе-Эйнштейна
для ансамбля бозонов, в отличие от ансамбля фермионов, подчиняющихся принципу запрета Пау-
ли, подразумевает, что в одном квантовом состоянии могут находиться несколько частиц, что при-
водит к образованию бозонного конденсата, в котором увеличение концентрации бозонов связано
с уменьшением эффективного давления до соответствующего уравнению состояния вида 𝑝 ≃ −𝜌.

Изначальное (квази) экспоненциальное расширение, связанное с отрицательным давлением,
в силу экзотического уравнения состояния, является неустойчивым, что приводит к фазовому
переходу, прекращению ускоренного расширения и распаду первоначального объема на множество
областей, в которых дальнейшая эволюция соответствует решениям Фридмана.

Также наличие скалярного поля нарушает симметрию системы, что приводит к появлению
массы у изначально безмассовых частиц, например, в поле Хиггса [1]. Таким образом, введение
в космологические модели скалярного поля делает возможным переход от решений (квази) де
Ситтера к решениям Фридмана.

Чтобы предотвратить быстрый распад состояния 𝑝 ≃ −𝜌, необходимо допустить существова-
ние некоторого потенциального барьера 𝑉 (𝜑), то есть минимума потенциальной энергии скаляр-
ного поля. Следовательно, в реалистичных моделях инфляции скалярное поле эволюционирует
из состояния «фальшивого вакуума» с ненулевой потенциальной энергией в состояние «истинно-
го вакуума», соответствующее минимуму потенциала 𝑉𝑚𝑖𝑛(𝜑) = 0. Иначе говоря, скалярное поле
скатывается (или туннелирует) из некоторого начального состояния к минимуму 𝑉 (𝜑), и характер
этого процесса определяется формой потенциала.

На данный момент существует множество моделей космологической инфляции с различными
потенциалами скалярного поля и различной спецификой реализации инфляционной стадии эво-
люции вселенной. Большое число актуальных моделей ранней Вселенной на основе инфляционной
парадигмы рассмотрено в обзоре [13].

В большинстве космологических моделей геометрическое описание Вселенной основано на мо-
дели однородного изотропного пространства (пространства-времени) Фридмана-Робертсона-Уокера
(ФРУ) с пространственно плоской метрикой, исходя из современных наблюдательных данных [11,
12].

Пространственно плоская метрика пространства Фридмана-Робертсона-Уокера (ФРУ) в си-
стеме единиц 8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1 записывается следующим образом [1–3]

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)𝛿𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 , (1.1)

где 𝑎 = 𝑎(𝑡) – масштабный фактор, 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера.
Также отметим два важных частных случая пространства ФРУ:

1. Случай 𝑎(𝑡) = exp(𝜆𝑡), где 𝜆 – некоторая постоянная, то есть экспоненциальное расширение
пространства соответствует метрике де Ситтера

(𝑑𝑠2)𝑑𝑆 = −𝑑𝑡2 + exp(2𝜆𝑡)
(︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2

)︀
; (1.2)

2. Случай 𝑎(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то есть некоторая локальная малая окрестность пространства ФРУ
соответствует пространству Минковского

(𝑑𝑠2)𝑀𝑖𝑛𝑘 = −𝑑𝑡2 + 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2. (1.3)

В контексте построения и анализа моделей ранней Вселенной большое значение имеют дина-
мические свойства пространства де Ситтера как частного случая пространства ФРУ при условии
экспоненциального ускоренного расширения, поскольку инфляционная стадия подразумевает ре-
жим ускоренного расширения близкий к экспоненциальному.



Методы построения и верификации инфляционных моделей ранней вселенной 53

Для анализа динамики расширения вселенной также рассматривается параметр Хаббла

𝐻(𝑡) ≡ 𝑎̇

𝑎
, (1.4)

где точка означает производную по космическому времени 𝑡.
Другим параметром, характеризующим космологическую динамику, является число 𝑒-фолдов

или число возрастаний масштабного фактора в 𝑒-раз, которое обычно записывается как натураль-
ный логарифм отношения масштабного фактора в конце инфляции к масштабному фактору в
начале [2, 3]

𝑁 = ln
𝑎(𝑡𝑒)

𝑎(𝑡𝑖)
=

∫︁ 𝑡𝑒

𝑡𝑖

𝐻𝑑𝑡 ≃ 60, (1.5)

где 𝑡𝑖 и 𝑡𝑒 – время начала и завершения стадии инфляции.
Также определим первые два параметра медленного скатывания [2, 3]

𝜖 ≡ − 𝐻̇

𝐻2
, (1.6)

𝛿 ≡ − 𝐻̈

2𝐻𝐻̇
= 𝜖− 𝜖̇

2𝐻𝜖
, (1.7)

значения которых для квазиэкспоненциального режима ускоренного расширения вселенной (при
𝐻 ≃ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) оцениваются как 𝜖≪ 1, 𝛿 ≪ 1.

Ускоренному расширению вселенной соответствует 𝜖 < 1 и условие 𝜖 = 1 определяет заверше-
ние инфляционной стадии.

Отметим, что параметры медленного скатывания связаны как с динамикой расширения все-
ленной, так и со спектральными параметрами космологических возмущений, и применение пара-
метров медленного скатывания для анализа моделей космологической инфляции является доста-
точно удобным.

2. Модели космологической инфляции на основе гравитации Эйнштейна

Теперь, в системе единиц 8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1, запишем действие, определяющее динамику ска-
лярного поля 𝜑 (инфлатона) в моделях космологической инфляции на основе теории гравитации
Эйнштейна [2, 3]

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝑅− 1

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
, (2.1)

где 𝑔 – определитель метрического тензора, 𝑅 – скалярная кривизна, 𝑋 = 1
2𝑔

𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑 – кинети-
ческая энергия скалярного поля и 𝑉 (𝜑) – потенциал скалярного поля.

Скалярное поле 𝜑 будем рассматривать как некоторую идеальную жидкость с баротропным
уравнением состояния (𝑝 = 𝑤𝜌).

Вид потенциала скалярного поля определяется из физики элементарных частиц, теорий объ-
единения фундаментальных взаимодействий, таких как суперсимметричные теории и теории струн
в контексте инфляционной парадигмы [13].

Из вариации действия (2.1) по метрике и полю, для случая пространственно плоской Вселен-
ной Фридмана

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)
(︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2

)︀
, (2.2)

получим уравнения, определяющие динамику инфлатона [2, 3]

𝐸1 ≡ 3𝐻2 − 1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (2.3)

𝐸2 ≡ 3𝐻2 + 2𝐻̇ +
1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (2.4)

𝐸3 ≡ 𝜑+ 3𝐻𝜑̇+ 𝑉 ′
𝜑 = 0, (2.5)
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где 𝑉 ′
𝜑 = 𝑑𝑉/𝑑𝜑, также 𝑉 ′

𝜑 = 𝑑𝑉
𝑑𝑡

𝑑𝑡
𝑑𝜑 .

Также отметим, что из трех уравнений (2.3)–(2.5) только два являются независимыми, по-
скольку в данном случае выполняется следующее соотношение

𝜑̇𝐸3 + 𝐸̇1 + 3𝐻 (𝐸1 − 𝐸3) = 0, (2.6)

что можно проверить непосредственной подстановкой уравнений (2.3)–(2.5) в выражение (2.6).
По этой причине, два независимых уравнения системы (2.3)–(2.5) полностью определяют па-

раметры инфляционных моделей ранней вселенной на основе гравитации Эйнштейна.
Существуют различные способы построения точных решений уравнений (2.3)–(2.5), одним из

которых является априорное определение динамики ускоренного расширения ранней вселенной на
основе задания параметра Хаббла как функции космического времени 𝐻 = 𝐻(𝑡) и определения
остальных параметров модели для данного параметра Хаббла [3].

Теперь определим плотность энергии скалярного поля

𝜌 =
1

2
𝜑̇2 + 𝑉 (𝜑) = 𝑋 + 𝑉, (2.7)

давление

𝑝 =
1

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 𝑋 − 𝑉, (2.8)

и соответствующий параметр состояния

𝑤 =
𝑝

𝜌
=
𝑋 − 𝑉

𝑋 + 𝑉
= −1− 2

3

𝐻̇

𝐻2
= −1 +

2

3
𝜖, (2.9)

что следует из уравнений (2.3)–(2.4) и (1.6).

2.1. Режим медленного скатывания

Для экспоненциального расширения 𝑎(𝑡) ∝ exp(𝜆𝑡), 𝐻 = 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝜖 = 0, что соответствует
случаю вакуума с параметром состояния 𝑤 = −1, также из уравнений (2.3)–(2.5) и (2.9) получим
𝑋 = 0 и 𝑉 = 3𝜆2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Для режима ускоренного расширения близкого к экспоненциальному 𝐻 ≃ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 параметр
медленного скатывания 𝜖 ≪ 1, параметр состояния 𝑤 ≃ −1, что соответствует преобладанию
потенциальной энергии скалярного поля над кинетической энергией 𝑋 ≪ 𝑉 и, как следствие,
медленное скатывание поля к минимуму потенциала.

Также запишем уравнения космологической динамики (2.3)–(2.4) в следующем виде

𝑉 (𝜑(𝑡)) = 3𝐻2 + 𝐻̇, (2.10)

𝑋 =
1

2
𝜑̇2 = −𝐻̇. (2.11)

Разделив оба уравнения на 𝐻2, получим

𝑉 =
𝑉

𝐻2
= 3− 𝜖, (2.12)

𝑋̃ =
𝑋

𝐻2
= 𝜖, (2.13)

что для 𝜖≪ 1 также соответствует условию медленного скатывания 𝑋 ≪ 𝑉 .

2.2. Параметры космологических возмущений

При выполнении условий медленного скатывания 𝜖≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 параметры космологических
возмущений в инфляционных моделях на основе гравитации Эйнштейна на характерном масштабе
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(пересечении радиуса Хаббла) определяются следующим образом [2,3]

𝒫𝑆 = − 𝐻4

8𝜋2𝐻̇
, 𝒫𝑇 =

2𝐻2

𝜋2
, (2.14)

𝑛𝑆 − 1 = −4𝜖+ 2𝛿, (2.15)

𝑟 =
𝒫𝑇

𝒫𝑆
= 16𝜖, (2.16)

где 𝒫𝑆 и 𝒫𝑇 – спектры мощности скалярных и тензорных возмущений, 𝑛𝑆 – спектральный индекс
скалярных возмущений, 𝑟 – тензорно-скалярное отношение, пересечению радиуса Хаббла соответ-
ствует условие 𝑘 = 𝑎𝐻, где 𝑘 – волновое число.

Современные наблюдательные ограничения на значения параметров космологических возму-
щений, согласно наблюдениям анизотропии и поляризации реликтового излучения [11,12]

𝑃𝑆 = 2.1× 10−9, (2.17)

𝑛𝑆 = 0.9663± 0.0041, (2.18)

𝑟 < 0.032. (2.19)

Также отметим, что при получении зависимости 𝑟 = 𝑟(𝑛𝑆) в явном виде для любой инфля-
ционной модели, условия (1.5) и (2.17) удовлетворяются за счет выбора постоянных параметров
модели и времени пересечения радиуса Хаббла.

Таким образом, для верификации инфляционных моделей по наблюдательным ограничениям
на значения параметров космологических возмущений будем рассматривать (2.18)–(2.19).

3. Верификация инфляционных моделей на основе преобразования параметра Хаббла

В случае гравитации Эйнштейна наблюдательным ограничениям на значения параметров кос-
мологических возмущений удовлетворяют только некоторые модели космологической инфляции.

В качестве примера рассмотрим степенную инфляцию с параметром Хаббла и масштабным
фактором вида [3]

𝐻(𝑡) =
𝑚

𝑡
, 𝑎(𝑡) ∝ 𝑡𝑚, (3.1)

где 𝑚 > 1 – некоторая постоянная.
Точные решения уравнений (2.10)–(2.11) записываются следующим образом

𝜑(𝑡) = ±
√
2𝑚 ln 𝑡, (3.2)

𝑉 (𝜑) = 𝑚(3𝑚− 1) exp

(︃
∓
√︂

2

𝑚
𝜑

)︃
, (3.3)

и параметры медленного скатывания

𝜖 = 𝛿 =
1

𝑚
. (3.4)

Таким образом, условия медленного скатывания 𝜖≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 выполняются для 𝑚≫ 1.
На основе выражений (2.15)–(2.16) для параметра Хаббла (3.1) получим следующую зависи-

мость тензорно-скалярного отношения от спектрального индекса скалярных возмущений

𝑟 = 8(1− 𝑛𝑆). (3.5)

Для верификации данной модели по наблюдательным ограничениям на значения параметров
космологических возмущений рассмотрим максимальное значение спектрального индекса скаляр-
ных возмущений 𝑛

(𝑚𝑎𝑥)
𝑆 = 0.97, соответствующее минимальному значению тензорно-скалярного

отношения 𝑟(𝑚𝑖𝑛) = 0.237, что не соответствует наблюдательному ограничению (2.19).



56 И.В. Фомин

Таким образом, в данном случае, необходимо преобразование исходной модели инфляции,
которая не удовлетворяет наблюдательным ограничениям (2.17)–(2.19), в новую модель, удовле-
творяющую данным ограничениям.

В качестве примера данного подхода в работе [14] рассматривались преобразования исход-
ных точных решений уравнений космологической динамики {𝐻,𝑉, 𝜑} в новые точные решения
{𝐻̄, 𝑉 , 𝜙} следующего вида

𝐻̄ = 𝑛𝐻 + 𝜆, (3.6)

𝑎̄(𝑡) = 𝐶𝑎𝑛(𝑡)𝑒𝜆𝑡, (3.7)

𝑉 (𝑡) = 3𝑛2𝐻2 + 6𝜆𝑛𝐻 + 𝑛𝐻̇ + 3𝜆2, (3.8)

𝜙 =
√
𝑛𝜑, (3.9)

где 𝐶, 𝑛 и 𝜆 – некоторые положительные постоянные.
После преобразования исходных решений для степенной инфляции, при условии 𝑛 = 1, полу-

чим точные решения для экспоненциально-степенной инфляции

𝐻̄(𝑡) =
𝑚

𝑡
+ 𝜆, 𝑎(𝑡) ∝ 𝑡𝑚 exp(𝜆𝑡), (3.10)

𝜙(𝑡) = ±
√
2𝑚 ln 𝑡, (3.11)

𝑉 (𝜙) = 3𝜆2 + 6𝜆𝑚 exp

(︃
∓1

2

√︂
2

𝑚
𝜙

)︃
+ 3𝑚(𝑚− 1) exp

(︃
∓
√︂

2

𝑚
𝜙

)︃
. (3.12)

Параметры медленного скатывания для новой модели

𝜖 =
𝑚

(𝜆𝑡+𝑚)2
, 𝛿 =

1

𝜆𝑡+𝑚
, 𝜖 = 𝑚𝛿2, (3.13)

и условия медленного скатывания 𝜖≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 удовлетворяются для (𝜆𝑡+𝑚) ≫ 1.
Рассматривая значения 𝑚 ∼ 1, из уравнений (2.15)–(2.16) получим

𝑛𝑆 − 1 = −4𝜖+ 2𝛿 = −4𝑚𝛿2 + 2𝛿 ≃ 2𝛿, (3.14)

(1− 𝑛𝑆)
2 ≃ 4𝛿2, 𝑟 = 16𝑚𝛿2. (3.15)

Таким образом, для модели экспоненциально-степенной инфляции получим следующую за-
висимость тензорно-скалярного отношения от спектрального индекса скалярных возмущений

𝑟 = 4𝑚(1− 𝑛𝑆)
2 ≃ 4(1− 𝑛𝑆)

2. (3.16)

Для максимального значения спектрального индекса скалярных возмущений 𝑛
(𝑚𝑎𝑥)
𝑆 = 0.97

получим 𝑟(𝑚𝑖𝑛) ≃ 0.0035, что соответствует наблюдательному ограничению (2.19) на вклад тензор-
ных возмущений в анизотропию и поляризацию реликтового излучения.

4. Модели космологической инфляции с неминимальной связью скалярного поля и
кривизны

Скалярно-тензорные теории гравитации являются известным расширением общей теории от-
носительности, и действие для моделей космологической инфляции в системе единиц 8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1

на основе скалярно-тензорных теорий гравитации записывается следующим образом [15]

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

√
−𝑔
[︂
1

2
𝐹 (𝜑)𝑅− 𝜔(𝜑)

2
𝑔𝜇𝜈𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
. (4.1)

В случае когда поле является геометрическим, гравитационная постоянная является функци-
ей поля 𝐺 = 𝐺(𝜑), что не соответствует выбранной системе единиц 8𝜋𝐺 = 𝑐 = 1, однако трактовка
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скалярного поля как геометрического или материального является неоднозначной, исходя из воз-
можных конформных преобразований метрики [15].

В данном случае скалярное поле 𝜑 является материальным, а не геометрическим, и функция
𝐹 = 𝐹 (𝜑) определяет тип неминимальной связи скалярного поля и скаляра кривизны, а кинети-
ческая функция 𝜔 = 𝜔(𝜑) определяет взаимодействие поля и его кинетической энергии.

Для случая пространственно плоской Вселенной Фридмана действию (4.1) соответствуют сле-
дующие уравнения космологической динамики [10]

𝐸1 ≡ 3𝐹𝐻2 + 3𝐻𝐹̇ − 𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (4.2)

𝐸2 ≡ 3𝐹𝐻2 + 2𝐻𝐹̇ + 2𝐹𝐻̇ + 𝐹 +
𝜔

2
𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (4.3)

𝐸3 ≡ 𝜔𝜑+ 3𝜔𝐻𝜑̇+
1

2
𝜑̇2𝜔′ + 𝑉 ′ − 6𝐻2𝐹 ′ − 3𝐻̇𝐹 ′ = 0, (4.4)

причем условие (2.6) соблюдается и в данном случае.
Рассматривая квадратичную связь параметра Хаббла и функции неминимального взаимодей-

ствия скалярного поля и кривизны [10]

𝐻 = 𝜆
√
𝐹 , (4.5)

уравнения космологической динамики (4.2)–(4.3) приводятся к следующему виду

𝐹 (𝜑) ≡ 𝜆2𝐹 (𝜑) = 𝐻2, (4.6)

𝑉 (𝜑) ≡ 𝜆2𝑉 (𝜑) = 3𝐻4 + 6𝐻2𝐻̇ + 𝐻̇2 +𝐻𝐻̈, (4.7)

𝑋̃(𝜑, 𝜑̇) ≡ 𝜆2𝑋(𝜑, 𝜑̇) = 𝐻̇2 +𝐻𝐻̈, (4.8)

где кинетическая функция

𝑋̃(𝜑, 𝜑̇) ≡ −1

2
𝜔̃(𝜑)𝜑̇2, 𝜔̃(𝜑) ≡ 𝜆2𝜔(𝜑), (4.9)

и постоянная 𝜆2 является параметром энергетического масштаба инфляции [10].
Рассматривая на основе уравнений (4.6)–(4.9) приведенный потенциал и кинетичеcкую энер-

гию скалярного поля

𝑣 ≡ 𝑉

𝐹 2
= 3− 6𝜖+ 2𝜖𝛿 + 𝜖2, (4.10)

𝑢 ≡ 𝑋̃

𝐹 2
= 2𝜖𝛿 + 𝜖2, (4.11)

можно заключить, что условиям 𝜖 ≪ 1 и 𝛿 ≪ 1 соответствует режим медленного скатывания
𝑋 ≪ 𝑉 .

Для параметра Хаббла
𝐻(𝑡) = [(2𝑘 − 1)(𝛼𝑡− 𝜆)]

1/(1−2𝑘)
, (4.12)

где 𝛼 – некоторая постоянная, а 𝑘 – постоянный параметр, который определяет темп ускоренного
расширения ранней вселенной, из уравнений (4.6)–(4.9) следуют соотношения

𝑉 (𝜑) ≃ 3𝜆2𝐹 2(𝜑), (4.13)

𝜔(𝜑) = −
(︂
𝑘 +

1

2

)︂
𝐹 ′2

𝐹
, 𝑘 < 1, (4.14)

𝐹 (𝜑) = 𝜆−2 [(2𝑘 − 1)(𝛼𝑡− 𝜆)]
2/(1−2𝑘)

, (4.15)

первые два из которых определяют связь между физическими потенциалами скалярного поля и
известными типами скалярно-тензорных теорий гравитации, а третье определяет эволюцию ска-
лярного поля для рассматриваемого типа неимнимального взаимодействия.



58 И.В. Фомин

Также, для данных моделей вне зависимости от вида потенциала скалярного поля и типа
скалярно-тензорной гравитации зависимость тензорно-скалярного отношения от спектрального
индекса скалярных возмущений выглядит следующим образом [10]

𝑟 =
2

1− 𝑘
(1− 𝑛𝑆)

2, (4.16)

что соответствует возможности верификации данных космологических моделей по наблюдатель-
ным ограничениям на значения параметров космологических возмущений как и в предыдущем
случае, но уже для произвольного потенциала скалярного поля 𝑉 (𝜑), то есть для любой воз-
можной реализации инфляционного сценария эволюции ранней вселенной на основе известных
скалярно-тензорных теорий гравитации.

Таким образом, верифицируемые по наблюдательным данным модели космологической ин-
фляции с неминимальной связью скалярного поля и кривизны можно построить на основе опре-
деления соотношений между параметрами моделей, которые, в общем случае, могут отличатся от
рассмотренного соотношения (4.5).

5. Модели космологической инфляции на основе телепараллельной гравитации

Одной из модификаций гравитации Эйнштейна является телепараллельная гравитация, в ко-
торой вместо кривизны 𝑅 рассматривается кручение 𝑇 . Телепараллельная гравитация является
калибровочной теорией для группы трансляций, а в качестве динамических переменных рассмат-
риваются тетрадные поля 𝑒𝐴𝜇, которые используются вместо метрики пространства-времени [7,8].

Пространственно плоской метрике Фридмана-Робертсона-Уокера (1.1) соответствует диаго-
нальное тетрадное поле [7, 8]

𝑒𝐴𝜇 = diag(1, 𝑎, 𝑎, 𝑎). (5.1)

Рассмотрим действие для моделей космологической инфляции на основе телепараллельной
гравитации с неминимальной связью скалярного поля и кручения

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥 𝑒

[︂
−1

2
𝐹 (𝜑)𝑇 − 1

2
𝜔(𝜑)𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 𝑉 (𝜑)

]︂
, (5.2)

где 𝑒 = det (𝑒𝐴𝜇) =
√
−𝑔.

Уравнения фоновой динамики для тетрадного поля (5.1) записываются следующим обра-
зом [7,8]

𝐸1 ≡ 3𝐻2𝐹 − 1

2
𝜔𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) = 0, (5.3)

𝐸2 ≡ 3𝐻2𝐹 +
1

2
𝜔𝜑̇2 − 𝑉 (𝜑) + 2𝐻𝐹̇ + 2𝐹𝐻̇ = 0, (5.4)

𝐸3 ≡ 𝜔𝜑+ 3𝜔𝐻𝜑̇+
1

2
𝜑̇2𝜔′ + 3𝐻2𝐹 ′ + 𝑉 ′ = 0, (5.5)

где кручение связано с параметром Хаббла как 𝑇 = 6𝐻2.
Отметим, что соотношение (2.6) соблюдается в данном случае и, таким образом, только два

из трех уравнений космологической динамики являются независимыми.
Частным случаем являются модели инфляции на основе телепараллельной гравитации, экви-

валентной общей теории относительности (TEGR) для минимальной связи поля и кручения 𝐹 = 1

и 𝜔 = 1 [16, 17].
В данном случае, уравнения космологической динамики сводятся к случаю гравитации Эйн-

штейна (2.3)–(2.5), и анализ космологических моделей полностью аналогичен рассмотренному ра-
нее для случая ОТО.
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В общем случае, уравнения космологической динамики (5.3)–(5.4) запишем в следующем виде

𝑉 (𝜑) = 3𝐻2𝐹 +
𝑑

𝑑𝑡
(𝐹𝐻) , (5.6)

1

2
𝜔(𝜑)𝜑̇2 = − 𝑑

𝑑𝑡
(𝐹𝐻) , (5.7)

на основе решений которых рассматриваются модели космологической инфляции на основе теле-
параллельной гравитации с немининальной связью скалярного поля и кручения.

5.1. Соотношение между параметром Хаббла и функцией неминимальной связи

Для построения и анализа моделей космологической инфляции рассмотрим следующее соот-
ношение между функцией неминимальной связи и параметром Хаббла

𝐹 (𝜑(𝑡)) =

(︂
𝐻(𝑡)

𝜆

)︂𝑛

, (5.8)

где 𝜆 и 𝑛 – некоторые постоянные.
После подстановки соотношения (5.8) в уравнения динамики (5.6)–(5.7) получим

𝑉 (𝜑) =
𝐻𝑛

𝜆𝑛

[︁
3𝐻2 + (𝑛+ 1)𝐻̇

]︁
, (5.9)

𝑋(𝜑, 𝜑̇) ≡ 1

2
𝜔(𝜑)𝜑̇2 = −𝐻

𝑛

𝜆𝑛
(𝑛+ 1) 𝐻̇. (5.10)

Рассматривая приведенный потенциал и кинетическую энергию скалярного поля

𝑉 =
𝜆𝑛

𝐻𝑛+2
𝑉 = 3− (𝑛+ 1)𝜖, (5.11)

𝑋̃ =
𝜆𝑛

𝐻𝑛+2
𝑋 = (𝑛+ 1)𝜖, (5.12)

можно утверждать, что условия медленного скатывания 𝑋 ≪ 𝑉 выполняются для |𝑛+ 1|𝜖≪ 1.
Также отметим, что для 𝑛 = 0 данные модели сводятся к случаю TEGR.

5.2. Параметры космологических возмущений

Эволюция космологических возмущений для моделей инфляции на основе телепараллельной
гравитации рассматривалась раннее в работах [7,8]. На основе результатов, полученных в данных
работах, запишем параметры космологических возмущений на пересечении радиуса Хаббла для
космологических моделей на основе действия (5.1) следующим образом

𝒫𝑆 =
𝐻2

8𝜋2𝑄𝑆
=

𝐻4

8𝜋2𝐺̇
, (5.13)

𝒫𝑇 =
𝐻2

2𝜋2𝑄𝑇
=

2𝐻2

𝜋2𝐹
, (5.14)

𝑛𝑆 − 1 = −2𝜖− 𝑄̇𝑆

𝐻𝑄𝑆
= −4𝜖− 𝐺̈

𝐻𝐺̇
= −4𝜖+ 2𝛿𝑆𝑇 , (5.15)

𝑟 =
𝒫𝑇

𝒫𝑆
= 4

𝑄𝑆

𝑄𝑇
= 16

(︃
𝜖− 𝐹̇

𝐻𝐹

)︃
= −16

(︃
𝐺̇

𝐻𝐺

)︃
= 16𝜖𝑆𝑇 , (5.16)

где

𝐺 = −𝐹𝐻, 𝑄𝑆 =
𝜔𝑋

𝐻2
= − 1

𝐻2

𝑑

𝑑𝑡
(𝐹𝐻) =

𝐺̇

𝐻2
, 𝑄𝑇 =

1

4
𝐹, (5.17)

𝜖𝑆𝑇 = − 𝐺̇

𝐻𝐺
, 𝛿𝑆𝑇 = − 𝐺̈

2𝐻𝐺̇
. (5.18)
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Таким образом, условия медленного скатывания для данных инфляционных моделей можно
определить следующим образом

𝜖≪ 1, 𝜖𝑆𝑇 ≪ 1, 𝛿𝑆𝑇 ≪ 1. (5.19)

Для минимальной связи (TEGR) 𝐹 = 1 выражения (5.13)–(5.16) приводятся к ранее рассмот-
ренным (2.14)–(2.16) для случая гравитации Эйнштейна.

Для моделей космологической инфляции с соотношением (5.8) между параметром Хаббла и
функцией неминимальной связи функция

𝐺(𝑡) = −𝐻
𝑛+1(𝑡)

𝜆𝑛
, (5.20)

и параметры медленного скатывания записываются следующим образом

𝜖𝑆𝑇 = −(𝑛+ 1)
𝐻̇

𝐻2
= (𝑛+ 1)𝜖, (5.21)

𝛿𝑆𝑇 = −𝑛
2

𝐻̇

𝐻2
− 𝐻̈

2𝐻𝐻̇
=
𝑛

2
𝜖+ 𝛿. (5.22)

Подставляя данные параметры медленного скатывания и функцию (5.20) в выражения (5.13)–
(5.16), получим следующие выражения для параметров космологичсеких возмущений

𝒫𝑆 =
𝜆𝑛

2(𝑛+ 1)𝜖

(︂
𝐻

2𝜋

)︂2

, (5.23)

𝑛𝑆 − 1 = (𝑛− 4)𝜖+ 2𝛿, (5.24)

𝑟 = 16(𝑛+ 1)𝜖, (5.25)

которые сводятся к выражениям (2.14)–(2.16) для моделей космологической инфляции на основе
гравитации Эйнштейна и аналогичной ей по космологическим эффектам TEGR для 𝑛 = 0.

6. Верифицируемая модель степенной инфляции

Теперь рассмотрим модель степенной инфляции с параметром Хаббла и масштабным факто-
ром (3.1) для случая телепараллельной гравитации с неминимальной связью скалярного поля и
кручения.

Для получения параметрически зависимого обобщения космологических решений для степен-
ной инфляции рассмотрим следующую кинетическую функцию

𝜔(𝜑) =
𝐻𝑛

𝜆𝑛
(𝑛+ 1) = (𝑛+ 1)𝐹 (𝜑). (6.1)

Таким образом, уравнения космологической динамики (5.9)–(5.9) приводятся к виду

𝑉 (𝜑) =
𝐻𝑛

𝜆𝑛

[︁
3𝐻2 + (𝑛+ 1)𝐻̇

]︁
, (6.2)

1

2
𝜑̇2 = −𝐻̇, (6.3)

то есть неминимальная связь скалярного поля и кручения в данном случае оказывает влияние
только на потенциал, а параметр Хаббла и эволюция скалярного поля аналогичны случаю TEGR
и ОТО (минимальной связи).

Таким образом, для степенной инфляции на основе параметра Хаббла (3.1) получим следую-
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щие точные решения уравнений космологической динамики

𝜑(𝑡) = ±
√
2𝑚 ln 𝑡, (6.4)

𝑉 (𝜑) =
𝑚𝑛+1

𝜆𝑛
(3𝑚− 𝑛− 1) exp

(︃
∓ (𝑛+ 2)

2

√︂
2

𝑚
𝜑

)︃
, (6.5)

𝐹 (𝜑) =
(︁𝑚
𝜆

)︁𝑛
exp

(︃
∓𝑛
2

√︂
2

𝑚
𝜑

)︃
, (6.6)

𝜔(𝜑) = (𝑛+ 1)
(︁𝑚
𝜆

)︁𝑛
exp

(︃
∓𝑛
2

√︂
2

𝑚
𝜑

)︃
, (6.7)

которые соответсвуют случаю минимальной связи для 𝑛 = 0.
Для параметров медленного скатывания

𝜖 = 𝛿 =
1

𝑚
, (6.8)

соответствующих параметру Хаббла 𝐻 = 𝑚/𝑡 для степенной инфляции, из выражений (5.24)–
(5.25) получим следующую зависимость тензорно-скалярного отношения от спектрального индекса
скалярных возмущений

𝑟 =
16(𝑛+ 1)

2− 𝑛
(1− 𝑛𝑆). (6.9)

На основе данной зависимости получим, что модель степенной инфляции на основе телепа-
раллельной гравитации с неминимальной связью скалярного поля и кручения соответствует на-
блюдательным ограничениям на значения параметров космологических возмущений (2.17)–(2.19)
для значений параметра −1 < 𝑛 < −0.8.

Таким образом, соответствие моделей космологической инфляции на основе телепараллельной
гравитации наблюдательным ограничениям, в данном случае, основано на влиянии неминимальной
связи скалярного поля и кручения на значения параметров космологических возмущений.

7. Заключение

В данной работе рассматривались методы построения и верификации моделей космологиче-
ской инфляции на основе гравитации Эйнштейна и ее модификаций.

В случае гравитации Эйнштейна для верификации инфляцинных моделей по наблюдатель-
ным ограничениям рассмотрено применение линейного преобразования параметра Хаббла на при-
мере степенной инфляции. Линейное преобразование параметра Хаббла определяет переход от
степенной инфляции, которая не соответствует наблюдательным ограничениям на значения па-
раметров космологических возмущений к модели экспоненциально-степенной инфляции, соответ-
ствующей данным ограничениям.

Для случая моделей космологической инфляции с неминимальной связью скалярного поля
и кривизны рассматривалось применение априорно заданной квадратичной зависимости между
параметром Хаббла и функцией, определяющей тип неминимальной связи. Такие космологические
модели соответствуют наблюдательным ограничениям для любого вида потенциала скалярного
поля и произвольной функции неминимальной связи.

Также были рассмотрены космологические модели на основе телепараллельной гравитации с
неминимальной связью скалярного поля и кручения. В случае минимальной связи данные моде-
ли рассматриваются на основе телепараллельного эквивалента общей теории относительности и
полностью соответствуют аналогичным моделям на основе гравитации Эйнштейна. Однако, учет
неминимальной связи позволяет верифицировать модели, не соответствующие наблюдательным
ограничениям, что было показано на примере степенной инфляции.
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Таким образом, учет модификаций гравитации Эйнштейна оказывает существенное влияние
на верификацию моделей космологической инфляции по наблюдательным данным, и изложен-
ные методы могут быть использованы для построения и верификации космологических моделей,
отличных от представленных в данной работе.
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