
ПРОСТРАНСТВО, ВРЕМЯ И ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 2025, Вып. 1

УДК 514.763

© Аминова А. В., Хакимов Д. Р., 2025

ПРОЕКТИВНЫЕ И АФФИННЫЕ ДВИЖЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНЫХ
ПЯТИМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВ h32,3

Аминова А. В.a,1, Хакимов Д.Р.a,2

a Казанский (Приволжский) федеральный университет, г. Казань, 420008, Россия.
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Введение

Векторное поле X на n-мерном псевдоримановом многообразии (Mn, g) с проективной струк-
турой Π называется инфинитезимальным проективным преобразованием, или проективным дви-
жением, если локальная однопараметрическая группа локальных преобразований, порожденная
этим полем в окрестности каждой точки p ∈Mn состоит из (локальных) проективных преобразо-
ваний, т. е. автоморфизмов проективной структуры Π [1].

Бесконечно малое проективное преобразование xi
′
= xi + ξiδt является проективным движе-

нием в псевдоримановом многообразии (Mn, g), если и только если выполнены условия [1, 7]:

LXgij ≡ ξi,j + ξj,i = hij (1)

(обобщенное уравнение Киллинга) и

hij,k = 2gijφ,k + gikφ,j + gjkφ,i (2)

(уравнение Эйзенхарта), где запятая означает ковариантное дифференцирование в (Mn, g), а φ —
скаляр, называемый определяющей функцией проективного движения.
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В работе [8] с помощью метода косонормального репера А. В. Аминовой определены пяти-
мерные h-пространства H32 типа {32} и установлены необходимые и достаточные условия суще-
ствования проективного движения типа {32}. Показано, что в канонической карте (x, U) метрика
g h-пространства H32 имеет вид

g = e1(f2 − f1)2
(
4Adx1dx3 +

(
dx2
)2

+ 2

(
ε1x

1 − 4A

f2 − f1

)
dx2dx3

)
+

e1(f2 − f1)2
(
ε1
(
x1
)2 − 8Aε1x

1

f2 − f1
+

4A2

(f2 − f1)2
)(

dx3
)2

+ e2(f1 − f2)3
(
2Bdx4dx5 − 3B2

f1 − f2
(
dx5
)2)

,

(3)
где f1 = ε1x

3 + (1 − ε1)c1, f2 = ε2x
5 + (1 − ε2)c2, c1, c2 − const, A = ε1

(
x2 + τ(x3)

)
+ 1 − ε1,

B = ε2
(
x4 + µ(x5)

)
+ 1 − ε2, ε1, ε2 принимают независимо значения 0 или 1, e1, e2 = ±1, τ –

функция x3, µ – функция x5.
При ε1 = ε2 = 1 h-пространство H32 обозначается символом H32,1, при ε1 = 1, ε2 = 0 —

символом H32,2, а при ε1 = 0, ε2 = 1 — символом H32,3. Случай ε1 = ε2 = 0 приводит к плоской
метрике. Таким образом, всякое неплоское h-пространство H32 является либо H32,1, либо H32,2,
либо, наконец, H32,3.

Вычислив связность и кривизну метрики (3), можно убедиться в справедливости утвержде-
ния: h-пространство H32,3 является пространством постоянной кривизны K, если и только если

выполняется условие
dµ

dx5
= 0, при этом K = 0, т. е. всякое h-пространство H32,3 постоянной

кривизны является плоским.
Для получения максимальной проективной алгебры Ли в h-пространстве H32 необходимо

найти общее решение уравнения Эйзенхарта в H32. Это было сделано в статье [9], где установ-
лены необходимые и достаточные условия для существования негомотетического проективного
движения в пространстве H32. Показано, что если h-пространство типа {32} непостоянной кри-
визны допускает r-мерную негомотетическую проективную алгебру Ли Pr, то эта алгебра содержит
(r − 1)-мерную гомотетическую подалгебру Hr−1. Аффинная подалгебра сводится к гомотетиям
или изометриям.

1. Интегрирование обобщенных уравнений Киллинга в h-пространстве H32,3 непосто-
янной кривизны

Интегрируя обобщенные уравнения Киллинга (1) в пространствах H32,3 непостоянной кривиз-
ны, получим следующий результат: если h-пространство H32,3 ≡ (M, g) непостоянной кривизны
допускает негомотетическое проективное движение X, то вокруг каждой точки p ∈M существует
каноническая карта (x, U), в которой метрика g|U этого пространства и проективное движение
X|U = ξi∂i определяются формулой (3) и условиями:

ξ1 = (a2 − 2a3)x1 − a1x2 + a6, ξ2 = (a2 − a3)x2 + a5, ξ3 = a2x
3 + a4,

ξ4 = (−a1x5 + a2 − 2a3)(x
4 + µ(x5))− x5(a1x5 + a3)

dµ

dx5
, ξ5 = a1(x

5)2 + a3x
5,

x5(a1x
5 + a3)

d2µ

dx52
+ [3(a1x

5 + a3)− a2]
dµ

dx5
= 0.

(4)

где a1, . . . , a6 — постоянные интегрирования, µ – функция x5.

2. Алгебры Ли проективных движений в h-пространствеH32,3 непостоянной кривизны

Для нахождения негомотетических проективных алгебр Ли, действующих в h-пространстве
H32,3 непостоянной кривизны, воспользуемся леммой:
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Лемма (Аминова [2], c. 134). Для того чтобы V n допускало r-мерную максимальную алгебру
Ли Pr, необходимо и достаточно, чтобы ранг R системы Θ однородных линейных алгебраических
уравнений относительно параметров ai, образованной уравнениями

q∑
k=1

akT
α
k = 0, (5)

(здесь a1, . . . , aq – постоянные интегрирования, Tαk зависят только от констант и функций,
определяющих компоненты метрического тензора gij) и всеми их дифференциальными следстви-
ями, равнялся q − r.

В нашем случае q = 6, а система (5) сводится к уравнению

x5(a1x
5 + a3)

d2µ

dx52
+ [3(a1x

5 + a3)− a2]
dµ

dx5
= 0, (6)

которое запишем в виде

x5ua1 − a2 + ua3 + 0 · a4 + 0 · a5 + 0 · a6 = 0, (7)

введя обозначение

u ≡ x5µ
′′

µ′ + 3

и приняв во внимание условие µ′ ̸= 0 непостоянства кривизны.
Система Θ образуется уравнением (7) и его дифференциальными следствиями. Выпишем те

строки матрицы этой системы, которые соответствуют уравнению (7) и его ближайшим диффе-
ренциальным следствиям: 

x5u −1 u 0 0 0

x5u′ + u 0 u′ 0 0 0

x5u′′ + 2u′ 0 u′′ 0 0 0


(8)

Так как ранг матрицы (8) 3 ≥ Rk ≥ 1, то в соответствии с леммой 1 размерности максимальной
проективной алгебры Ли Pr в пространстве H32,3 непостоянной кривизны r ≤ 5.

В случае Rk = 3 система Θ имеет единственное решение a1 = a2 = a3, и проективная алгебра
сводится к изометриям, поэтому остаются два случая.

P5, Rk = 1. Приравнивая нулю миноры второго порядка матрицы (8), получим u = 0 и, из
(7), a2 = 0, т. е. неизометрические гомотетии отсутствуют.

Интегрируя уравнение u = 0, найдем µ = (p/2)(x5)−2 + q, где p ̸= 0, q —постоянные. После
замены x4 = x4 + q, не меняющей вида метрики

g = e1(x
5)2
(
4dx1dx3 +

(
dx2
)2)− 8e1x

5dx2dx3 + 4e1
(
dx3
)2− (9)

e2B(x5)2
(
2x5dx4dx5 + 3B

(
dx5
)2)

,

опустив черту, имеем

µ =
p

2(x5)
2 (p = const ̸= 0). (10)

P4, Rk = 2. Решение системы Θ зависит от одной из переменных a1, a2, a3. Полагая a1 ̸= 0

(иначе проективное движение сводится к гомотетиям) и a2 ≡ a1t, a3 ≡ a1s в уравнении (6), после
его интеграции и замены x4 = x4 + q получим
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µ = p(t− s+ x5)(x5)
t/s−2

(x5 + s)1−t/s (p, t, s− const; p, s ̸= 0). (11)

К такому же результату придем, приравняв нулю миноры третьего порядка матрицы (8) и инте-
грируя уравнение uu′′ = 2u′2.

Если записать уравнения (4) в виде ξi =
∑
l=1 alA

i
l (i = 1, . . . , 5), где al — свободные параметры

из числа a1, . . . , a6, то El = Ail∂i будут базисными генераторами соответствующей проективной
алгебры Ли. В итоге приходим к следующему заключению.

Если 5-мерное h-пространство H32,3 типа {32} (9) непостоянной кривизны допускает него-
мотетическое проективное движение, то это пространство и действующая в нем максимальная
негомотетическая проективная алгебра Ли P определяются приведенными ниже формулами, где
Eп

— неаффинное проективное движение, Eг
— неизометрическая инфинитезимальная гомотетия,

Eи
— инфинитезимальная изометрия.

I Функция µ имеет вид (10):

µ =
p

2(x5)
2 (p = const ̸= 0).

Размерность проективной алгебры Ли dimP = 5. Алгебра P натянута на проективное векторное
поле

Eп 1 = x2∂1 +
(
x4x5 − p

2x5

)
∂4 − (x5)2∂5,

инфинитезимальную изометрию

Eи 2 = 2x1∂1 + x2∂2 + 2x4∂4 − x5∂5

и три трансляции Eи 3 = ∂1; Eи 4 = ∂2; Eи 5 = ∂3.

Структурные уравнения имеют вид:

[E2, E1] = E1, [E3, E2] = 2E3, [E4, E1] = E3, [E4, E2] = E4,

остальные коммутаторы равны нулю.

II. Функция µ задается равенством (11):

µ = p(t− s+ x5)(x5)
t/s−2

(x5 + s)1−t/s (p, t, s− const; p, s ̸= 0).

Размерность проективной алгебры Ли dimP = 4. Базис в P состоит из (негомотетического) про-
ективного движения

Eп 1 =
(
(t− 2s)x1 − x2

)
∂1 + (t− s)x2∂2 + tx3∂3+

(
(t− 2s− x5)x4 − p(x5)t/s−1

(x5 + s)2−t/s
)
∂4 + x5(x5 + s)∂5,

и трех трансляций Eи 2 = ∂1; Eи 3 = ∂2; Eи 4 = ∂3.

Структура алгебры Ли P задается уравнениями

[E2, E1] = (t− 2s)E2, [E3, E1] = (t− s)E3, [E4, E1] = tE4,

остальные скобки Ли равны нулю.

Заключение

Рассмотрены инфинитезимальные проективные преобразования 5-мерных псевдоримановых
многообразий (M5, g) в форме h-пространств H32,3 типа {32} [8]. В итоге получена классификация
h-пространств H32,3 типа {32} по (негомотетическим) алгебрам Ли инфинитезимальных проектив-
ных и аффинных преобразований .
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