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Необходимость в экзотической материи, нарушающей световое энергетическое условие, является одной
из проблем физики кротовых нор, по крайней мере, в случае статических конфигураций в ОТО. Однако
некоторые конфигурации динамических кротовых нор не нарушают его. В данной статье мы изучаем
движение фотонов в пространстве–времени такой динамической проходимой кротовой норы, заполненной
пылью. Мы записываем уравнения геодезических для фотонов и решаем их, рассматривая начальный
период эволюции кротовой норы.
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The necessity of exotic matter violating the null energy condition is a basic problem of wormhole physics, at least
in the case of static configurations in GR. However, some configurations of dynamic wormholes do not violate it.
In this article, we study the motion of photons in the space–time of such a dynamic traversable wormhole filled
with dust. We write down the geodesic equations for photons and solve them by considering the initial period
of wormhole evolution.

Keywords: dynamic wormhole; wormhole.

PACS: 98.80.-k, 04.90.+e
DOI: 10.17238/issn2226-8812.2025.1.60-66

Введение

Кротовая нора — это структура пространства–времени с нетривиальной топологией, кото-
рая представляет собой туннель, соединяющий различные пространственные области одной и той
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же вселенной или различные вселенные. О возможном существовании таких конфигураций, по-
лучаемых как решения уравнений Эйнштейна, впервые упоминалось в [1–3]. Большой интерес
к этим объектам вызвала статья Морриса и Торна [4] (1988), в которой обсуждались теорети-
ческие перспективы использования проходимых кротовых нор для межзвездных путешествий и
было показано, что горловина статической кротовой норы, рассматриваемая в рамках ОТО, требу-
ет существования так называемой "экзотической"материи, нарушающей световое энергетическое
условие (СЭУ). Однако некоторые конфигурации динамических кротовых нор не нарушают его, по
крайней мере, в течение конечного интервала времени [5–13]. Наше внимание привлекли работы,
посвященные изучению возможных проходимых кротовых нор в ОТО, создаваемых пылевидной
материей [14–16], в которых авторами были получены конкретные модели проходимых динамиче-
ских кротовых нор, не нарушающих СЭУ.

В данной статье мы записываем уравнения геодезических для фотонов, движущихся в
пространстве–времени динамической кротовой норы [16] и решаем их, рассматривая начальный
период эволюции кротовой норы.

1. Метрика Леметра–Толмана–Бонди

Рассмотрим решение Леметра–Толмана–Бонди [17–19], описывающее динамику сферически
симметричного распределения электрически нейтральной пыли. Если мы выберем систему отсчета,
сопутствующую частицам пыли, то метрику можно записать в следующем виде [20]:

ds2 = dτ2 − e2λ(R,τ)dR2 − r2(R, τ)
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (1)

Из уравнений Эйнштейна, полагая космологическую постоянную Λ = 0, можно получить
следующие выражения [16]:

e2λ(R,τ) =
r′2(R, τ)
1− h(R) , (2)

ṙ2(R, τ) =
F (R)

r(R, τ)
− h(R), (3)

где r′ ≡ ∂r/∂R, ṙ ≡ ∂r/∂τ , F (R) и 0 < h(R) < 1 — произвольные функции. Интегрируя уравнение
(3), мы получаем

±[τ − τ0(R)] =
1

h

√
Fr − hr2 + F

2h3/2
arcsin

F − 2hr

F
. (4)

Это решение можно переписать в более удобном виде, введя параметр η [20]:

r =
F

2h
(1− cos η), ±[τ − τ0(R)] =

F

2h3/2
(η − sin η). (5)

В дальнейшем мы будем решать уравнения геодезических в приближении малых η, т.е. будем
рассматривать начало эволюции кротовой норы, и положим τ0(R) = 0. Тогда уравнения (5) можно
переписать следующим образом:

τ ≈ Fη3

12h3/2
, r ≈ (3/2)2/3F 1/3τ2/3. (6)

2. Уравнения геодезических для фотонов

Уравнения геодезических имеют вид [20]

d2xi

ds2
+ Γikl

dxk

ds

dxl

ds
= 0, (7)
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где Γikl — символы Кристоффеля второго рода. Для метрики (1) они записываются следующим
образом:

d2τ

ds2
= −λ̇e2λ

(
dR

ds

)2

− rṙ
[(

dθ

ds

)2

+ sin2 θ

(
dϕ

ds

)2
]
, (8)

d2R

ds2
= −2λ̇dτ

ds

dR

ds
− λ′

(
dR

ds

)2

+ rr′e−2λ

[(
dθ

ds

)2

+ sin2 θ

(
dϕ

ds

)2
]
, (9)

d2θ

ds2
= −2 ṙ

r

dθ

ds

dτ

ds
− 2

r′

r

dθ

ds

dR

ds
+ sin θ cos θ

(
dϕ

ds

)2

, (10)

d2ϕ

ds2
= −2 ṙ

r

dϕ

ds

dτ

ds
− 2

r′

r

dϕ

ds

dR

ds
− 2 cot θ

dθ

ds

dϕ

ds
. (11)

Далее для упрощения решения данных уравнений, постараемся свести их к дифференци-
альным уравнениям первого порядка. Для этого, во–первых, учтем, что метрика (1) сферически–
симметричная. Следовательно, движение плоское. Тогда без потери общности будем рассматривать
движение частиц в экваториальной плоскости (θ = π/2). Во–вторых, ϕ является циклической коор-
динатой. Следовательно, существует интеграл движения pϕ = r2 dϕds = const = L — азимутальный
угловой момент частицы. И наконец запишем лагранжиан фотона L:

2L =

(
dτ

ds

)2

− e2λ
(
dR

ds

)2

− r2
(
dϕ

ds

)2

= 0. (12)

Производная от лагранжиана по аффинному параметру s на самом деле является комбинацией
уравнений (8) и (9), а значит мы можем заменить одно из них на выражение (1). Тогда, с учетом
уравнения (2), уравнения геодезических для фотонов, движущихся в экваториальной плоскости,
можно переписать следующим образом:

d2τ

ds2
= − ṙ

′

r′

(
dτ

ds

)2

+
L2

r2

(
ṙ′

r′
− ṙ

r

)
, (13)

dR

ds
= ±

√√√√1− h
r′2

[(
dτ

ds

)2

− L2

r2

]
, (14)

dϕ

ds
=

L

r2
. (15)

3. Решение уравнений геодезических в приближении малых η

Начнем решение уравнений геодезических с уравнения (13). Заметим, что ṙ′

r′ =
ṙ
r = 2

3τ . Тогда

d2τ

ds2
= − 2

3τ

(
dτ

ds

)2

. (16)

Это уравнение легко интегрируется и мы получаем

τ =

(
5

3
C1s+ C2

)3/5

, (17)

где C2 связано со временем появления фотона C2 = τ(0)5/3, а C1 связано с первоначальной энергией
фотона C1 = τ(0)2/3(dτ/ds)|s=0 = τ(0)2/3pτ (0) = τ(0)2/3E0.

Теперь перейдем к решению уравнения (14). Учитывая уравнение (17) и подставляя разложе-
ние r (6), его можно переписать в следующем виде

dR

ds
= ±

∣∣∣∣C1

F ′

∣∣∣∣ 121/3F 2/3

√√√√(1− h)
[
1− L2

C2
1

(
4

9F

)2/3
]
τ−4/3. (18)
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Интегрируя это уравнение, мы получаем

±
∫ R

R(0)

|F ′|dR̃

121/3F 2/3

√
(1− h)

[
1− L2

C2
1

(
4
9F

)2/3] = 3

(
5

3
C1s+ C2

)1/5

. (19)

Здесь важно отметить, что интеграл в левой части (19) имеет особую точку Rt. Она определяется
из равенства нулю второго подкоренного множителя:

F (Rt) =
4

9

∣∣∣∣ LC1

∣∣∣∣3 . (20)

Точка Rt задает диапазон возможных координат R для фотона с заданными L и C1:

R ∈ (−∞;−|Rt|] ∪ [|Rt|;∞). (21)

Также может показаться, что интеграл в (19) имеет еще одну особую точку при 1 − h(R) = 0.
Однако h(R) = 1 только на горловине кротовой норы Rth, но на горловине F ′(Rth) = 0 [16]. Таким
образом мы получаем неопределенность 0

0 , которая в нашей модели, рассмотренной далее, успешно
разрешается.

4. Траектории фотонов в пространстве–времени динамической кротовой норы

При выводе и решении уравнений геодезических мы не конкретизировали функции F (R) и
h(R). Теперь, следуя статье [16] мы выберем их следующим образом:

F = 2b(1 +R2)k, h =
1

1 +R2
, (22)

где постоянные b, k > 0. Тогда функция r(R, τ) в приближении малых η равна

r(R, τ) ≈ (4.5b)1/3
(
1 +R2

)k/3
τ2/3. (23)

При таком выборе функций метрика (1) описывает пространство–время динамической кротовой
норы, симметричной относительно своей горловины R = 0. Диапазон возможных координат R для
фотона с заданными L и C1 ограничен точкой Rt, равной

Rt = ±

√(
2

9b

)1/k ∣∣∣∣ LC1

∣∣∣∣3/k − 1. (24)

На Рис.1 представлены примеры траекторий фотонов R(τ) в пространстве–времени динамической
кротовой норы с параметрами b = 1, k = 0.1. Все фотоны начинают движение в R0 = −10, τ0 = 0.01

с энергией E0 = 1.2(C1 ≈ 0.0557). При таких параметрах ограничение на возможные R имеют
только фотоны с |L| > 0.092, следовательно они не могут пересечь горловину и остаются в области
R < 0.

Заключение

В данной работе мы получили уравнения геодезических для фотонов, двигающихся в
пространстве–времени динамической кротовой норы, заполненной пылью, решили их и постро-
или траектории фотонов в приближении малого параметра η.

По результатам работы можно сделать следующие выводы:

• некоторые фотоны ограничены в своем движении точкой Rt: R ∈ (−∞;−|Rt|] ∪ [|Rt|;∞);

• только фотоны с малыми угловыми моментами L, не имеющие ограничения на R, проходят
через горловину кротовой норы.



64 К.А. Бронников, В.А. Ишкаева, С.В. Сушков

Рис. 1. Траектории R(τ) фотонов с различными L. Параметры кротовой норы: b = 1, k = 0.1. Фотоны
стартуют с R0 = −10, τ0 = 0.01. Начальная энергия фотонов одинакова и равна E0 = 1.2.
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