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СТОХАСТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА И ВЕЧНАЯ ИНФЛЯЦИЯ
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При описании вечной инфляции существенного продвижения можно добиться в рамках стохастического
подхода, основанного на том, что локальная эволюция включает в себя влияние квантовых флуктуаций,
которые вводятся через уравнение Ланжевена, из которого, на следующем шаге, выводится уравнение
Фоккера-Планка-Колмогорова. Мы обсуждаем детали этого вывода, а также проблему отсутствия
стационарных распределений. Используя ранее установленную в наших работах связь с уравнением Абеля
первого рода, мы показываем, что существует естественное обобщение данного уравнения за пределы
приближения медленного скатывания, причем итоговое уравнение допускает стационарное распределение.
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In describing eternal inflation, significant progress can be made within the stochastic approach, based on the fact
that local evolution includes the influence of quantum fluctuations, which are introduced through the Langevin
equation, from which, in the next step, the Fokker-Planck-Kolmogorov equation is derived. We discuss the details
of this derivation, as well as the problem of the absence of stationary distributions. Using the connection with the
Abel equation of the first kind, established in our earlier work, we show that there is a natural generalization of
this equation beyond the slow-roll approximation, and the resulting equation admits a stationary distribution.
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Введение

Инфляционная стадия [5] метастабильного основного состояния [?] заканчивается распадом
вакуума, что приводит к появлению расширяющихся пузырьков новой фазы низкоэнергетического
вакуума [?]. Этот распад может быть описан с помощью инстантонов Коулмена – Лючии [4]. Пу-
зырьки продолжают расширяться с практически световой скоростью, но область нераспавшегося
метастабильного вакуума раздувается гораздо быстрее, поэтому в итоговом балансе инфляция ока-
зывается вечной [?]. Для наблюдателей внутри пузырьков, вселенная разглаженная фазой инфля-
ции является однородной, изотропной (модель Фридмана) и практически плоской, хотя итоговая
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кривизна должна быть все таки отрицательной. Однако глобальная структура вечно раздуваю-
щейся вселенной является в высшей степени неоднородной [6]. Для вычисления фундаментальных
космологических параметров (спектрального индекса, температуры CMB и т.д.) необходимо опре-
делить меру, что оказывается чрезвычайно трудной задачей, поскольку вечная инфляция означает
бесконечное число пакетных вселенных. Существенного продвижения можно добиться в рамках
стохастического подхода, основанного на том, что локальная эволюция включает в себя влияние
квантовых флуктуаций, которые вводятся через уравнение Ланжевена, из которого, на следую-
щем шаге, выводится уравнение Фоккера-Планка (для инфляционной, деситтеровской фазы это
впервые было сделано А.А. Старобинским в 1986 году) [?]. Мы обсуждаем детали этого вывода, а
также проблему отсутствия стационарных распределений. Используя ранее установленную в на-
ших работах связь с уравнением Абеля первого рода, мы показываем, что существует естественное
обобщение данного уравнения за пределы приближения медленного скатывания, причем итоговое
уравнение допускает стационарное распределение

1. Уравнение Фоккера-Планка

Вечно раздувающаяся вселенная, сильно неоднородна на больших ма штабах. Для описания
её структуры, удобно разбить вселенную на набор областей, причинно не связанных друг с другом.
Если моделировать поля материи, как некоторое скалярное поле ϕ, то размер каждой из областей
определяет "параметр Хаббла"H−1(ϕ(r̃, t)). При этом, внутри каждой области, зависимостью от r⃗
пренебрегают, считая такую область фридмановской вселенной. На масштабах же много больших
H−1, метрику можно также записать приближенно, как однородную, вблизи каждой точки r⃗ [6]

ds2 = dt2 − a2(r, t)dr2, a(t, r) = exp

(∫
dtH(ϕ(r, t))

)
. (1)

Даже рассматривая эволюцию поля независимо в указанных областях, а глобальная картина вос-
станавливается на последнем участке с помощью (1) [6]. В дальнейшем мы будем рассматривать
локальную эволюцию поля в области размером H−1, поэтому зависимость от r⃗ у нас не появится.
Эта эволюция описывается уравнением Эйнштейна-Смолуховского [?]

∂P

∂t
=

∂

∂ϕ

(
1

8π2

∂

∂ϕ

(
H3P

)
+
V ′(ϕ)
3H

P

)
. (2)

где P (ϕ, t) - распределение вероятности, найти величину поля ϕ в данной области, в момент вре-
мени t.

Динамика крупномасштабного квазиоднородного скалярного поля, создающего стадию де
Ситтера (инфляционную) в ранней Вселенной, сильно зависит от мелкомасштабных квантовых
флуктуаций скалярного поля и, таким образом, становится стохастической. Эволюция соответ-
ствующей крупномасштабной пространственно-временной метрики следует за эволюцией скаляр-
ного поля и также является стохастической.

Уравнение (2) выводится из уравнения Крамерса-Мояла

∂P (x, t)

∂t
=

∞∑
k=1

∂k

∂ xk
{Dk(x, t)P (x, t)} , (3)

где

Dk(x, t) ≡ lim
δt→0

⟨(∆x)k⟩x,t
δt

, (4)

D1,2 коэффициенты дрейфа и диффузии. Если Dk → 0 для некоторого k > 2 то все Dk → 0.
Уравнение (3) связано с уравнением Ланжевена

dx(t)

dt
= A(x, t) + η(t), (5)
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⟨η(t)⟩ = 0 ⟨η(t1)η(t2)⟩ = q(t1)δ(t2 − t1). (6)

Отсюда

∆x(t) = x(t+ δt)− x(t) = A(x, t)δt+

∫ t+δt

t

dt′η(t′),

D1 = lim
δt→0

⟨∆x⟩x,t
δt

= A(x, t), (7)

D2 = lim
δt→0

{
A2δt+ 2

∫ t+δt

t

dt′⟨η(t′)⟩A(x, t′) +
∫ t+δt

t

∫ t+δt

t

dt1dt2⟨η(t1)η(t2)⟩
}
. (8)

2. Уравнение Старобинского

В приближении медленного скатывания, космологические уравнения имеют вид

ϕ̇ ≃ − V
′

3H
, H2 ≃ 8π

3
V (ϕ) (9)

в единицах G = M−1
p = c = 1. Сравнивая первое уравнение c (5), отождествляем ϕ с

"координатой"x(t), а −V ′/3H с систематической силой. Тогда, учет влияния раздуваемых ин-
фляцией квантовых флуктуаций производится добавлением правой части слагаемого с шумом
η(t), с некоторым подлежащим определению коэффициентом. Для его нахождения, Старобинский
использовал следующее представление для скалярного поля :

ϕ = ϕ̄+
1

(2π)3/2

∫
d3kθ(k − ϵa(t)H)

(
ϕk(t)âke

−ikr + ϕ∗k(t)â
+
k e

ikr
)
+ δϕ,

где k = |k|, ϵ≪ 1, ϕ̄ – длинноволновые моды (k ≪ Ha) и

⟨f(t)f(t′)⟩ = H3

(2π)2
δ(t− t′).

В результате определяется искомый коэффициент в уравнении Ланжевена:

ϕ̇ = − V
′(ϕ)

3H(ϕ)
+
H3/2(ϕ)

2π
η(t). (10)

Наконец, используя (1.3)-(1.8) получаем уравнение Старобинского, с постоянным параметром
Хаббла:

∂P

∂t
=
H3

0

8π2

∂2P

∂ϕ2
+

1

3H0

∂

∂ϕ

(
dV

dϕ
P

)
. (11)

Стационарное решение имеет вид, формально эквивалентный волновой функции Хартля-Хокинга:

P = H−3/2 exp
( π

H2

)
∼ exp

(
3

8V (ϕ)

)
. (12)

Это распределение существует благодаря балансу дрейфовых и диффузионных членов. Вто-
рой дает вклад из области ϕ ≤ Mp в область ϕ ≥ Mp. Но условие медленного скатывания не
работает в первом области, что составляет проблему используемого приближения. [?], [?], [?]

3. Уравнение Абеля

Определим суперпотенциал [11]

W (ϕ) =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ), V (ϕ) =W (ϕ)− (W ′(ϕ))2

18W (ϕ)
,
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Тогда пренебрегая слагаемым с кривизной получаем

ϕ̇ = −W
′(ϕ)

3H(ϕ)
. (13)

причем суперпотенциал параметризован произвольной константой: W (ϕ) → W (ϕ,C) . Это опре-
деляется следующей теоремой [?], [?]:

Теорема. Пусть x = 3
√
2ϕ, χ = log |V |, κ = ±1. Для данного V (x), величина W (x,C) выра-

жается соотношением

W (x,C) = V (x)


(
y(x,C) +

√
y2(x,C)− 1

)2
+ 1

1−
(
y(x,C) +

√
y2(x,C)− 1

)2


2

,

где y(x,C) ̸= ±1 общее решение уравнения Абеля 1 рода

y′ = −1

2

(
y2 − 1

)
(κ− χ′y),

и специальный случай V = 0 имеет место если и только если y = ±1 и W = C exp(κx). Таким
образом получаем уравнения Ланжевена и Эйнштейна-Смолуховского

ϕ̇ = −W
′(ϕ)

3H(ϕ)
+
H3/2(ϕ)

2π
η(t), (14)

∂P

∂t
=

∂

∂ϕ

(
H3/2

8π2

∂

∂ϕ

(
H3/2P

)
+
W ′(ϕ)
3H

P

)
. (15)

Стационарное решение последнего оказывается нормируемым в случае исчезающего потенциала:

P = exp

(
3

8W (ϕ)

)
. (16)

Заключение

Таким образом, переход к суперпотенциалу, по видимому, позволяет построить стационарное
распределение, свободное от проблемы меры, поскольку последняя возникает именно в связи с
высокой чувствительностью меры к выбору временной переменной. Мы намерены более подробно
изучить этот вопрос в дальнейших публикациях.
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