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КАЧЕСТВЕННЫЙ И ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ КОСМОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ,
ОСНОВАННОЙ НА ФАНТОМНОМ СКАЛЯРНОМ ПОЛЕ С САМОДЕЙСТВИЕМ

На основе качественного анализа системы дифференциальных уравнений космологической модели, основанной на
фантомном скалярном поле, исследовано асимптотическое поведение таких моделей и показано, что в отличие от
моделей с классическим скалярным полем, такие модели имеют устойчивые асимптотические решения с постоянным
значением потенциала как в бесконечном прошлом , так и в бесконечном будущем. Построены численные модели
космологической эволюции модели с фантомным скалярным полем.
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1. Введение

Ранее была сформулирована космологическая модель, основанная на статистических системах
скалярно заряженных частиц с межчастичным фантомным скалярным взаимодействием, обладающего
отрицательной кинетической энергией поля [1–3]. На основе сформулированной математической моде-
ли было проведено численное моделирование как вырожденных вырожденных Ферми – систем, так и
зарядово симметричной больцмановкой плазмы, состоящей из скалярно заряженных частиц и антича-
стиц [4–6]. Эти исследования выявили уникальные особенности космологических моделей, основанных
на статистических системах скалярно заряженных частиц с фантомным скалярным взаимодействием.
Однако, поскольку основные результаты были получены методами численного моделирования, на основе
их затруднительно описать асимптотические свойства соответствующих космологических моделей. В [7]
комбинированным применением методов качественной теории обыкновенных дифференциальных урав-
нений и их численного интегрирования были исследованы асимптотические свойства стандартной кос-
мологической модели, основанной на классическом массивном скалярном поле. В частности, в этих ра-
ботах было показано, что система уравнений Эйнштейна – Клейна–Гордона для однородной простран-
ственно плоской космологической модели имеет одну особую точку, соответствующую нулевым значени-
ям потенциала скалярного поля и его производной, причем указанная особая точка может являться либо
притягивающим центром, либо притягивающим фокусом, либо притягивающим седлом. Кроме того, был
обнаружен микроскопический колебательный характер инвариантного космологического ускорения при
приближении к особой точке со средним значением, соответствующим нерелятивистскому уравнению
состояния. В этой статье мы проведем аналогичное исследование для «стандартной» космологической
модели, основанной на фантомных полях. В этой модели, в отличие от рассмотренных в статьях [8], [9],
мы не будем учитывать вклад обычной материи, то есть, будем рассматривать свободные фантомные
поля без источника.
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2. Основные соотношения для космологической модели с фантомным скалярным полем

2.1. Уравнения свободного скалярного фантомного поля с самодействием

Функция Лагранжа фантомного скалярного поля с массой m и самодействием имеет вид [7]:

L = − 1

8π

(
gikΦ,iΦ,k +m2Φ2 +

α

2
Φ4
)
,

где α – константа самодействия. Тензор энергии – импульса относительно этой функции

T ik =
1

8π

(
−2Φ,iΦ,k + gikΦ,jΦ

,j + gikm2Φ2 + gik
α

2
Φ4
)

(1)

имеет отрицательный кинетический член. Равенство нулю ковариантной дивергенции этого тензора при-
водит к уравнению свободного фантомного скалярного поля:

�Φ−m2
∗Φ = 0, (2)

где

m2
∗ = m2 + αΦ2

– эффективная масса скалярного бозона. Уравнение (2) отличается от уравнения Клейна-Гордона на-
личием кубической нелинейности и отрицательным знаком массивного члена.

Выпишем также уравнения Эйнштейна с космологическим членом Λ > 0 3

Rik − 1

2
Rgik = Λgik + 8πT ik. (3)

Рис. 1. Подпись рисунка.

3 Мы используем планковскую систему единиц: G = c = ~ = 1 .
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2.2. Самосогласованные уравнения для пространственно-плоской модели Фридмана

Выпишем самосогласованные уравнения пространственно - плоской космологической модели

ds2 = dt2 − a2(t)(dx2 + dy2 + dz2)

– уравнение Эйнштейна

3
ȧ2

a2
= −Φ̇2 +m2Φ2 +

α

2
Φ4 + Λ

и уравнение массивного фантомного скалярного поля с кубической нелинейностью4:

Φ̈ + 3
ȧ

a
Φ̇−m2

∗Φ = 0.

При этом тензор энергии – импульса (1) имеет структуру тензора энергии – импульса изотропной жид-
кости с плотностью энергии и давлением:

ε =
1

8π

(
−Φ̇2 +m2Φ2 +

α

2
Φ4
)

;

p = − 1

8π

(
Φ̇2 +m2Φ2 +

α

2
Φ4
)
, (4)

так что:

ε+ p = − Φ̇2

4π
.

3. Качественный анализ

3.1. Приведение системы уравнений к нормальному виду

Пользуясь тем, что постоянную Хаббла можно выразить из уравнения Эйнштейна (3) через функ-
ции Φ, Φ̇, переходя к безразмерному комптоновскому времени:

mt = τ ; (m 6≡ 0)

и проводя стандартную замену переменных Φ′ = Z(t), приведем уравнение поля eq:fieldEq к виду нор-
мальной автономной системы обыкновенных дифференциальных уравнений на плоскости {Φ, Z}:

Φ′ = Z; Z ′ = −
√

3

√
Λm − Z2 + Φ2 +

αm

2
Φ4Z + Φ + αmΦ3, (5)

где f ′ ≡ df/dτ и введены обозначения:

Λm ≡
Λ

m2
; αm ≡

α

m2
.

При этом:

H = m
a′

a
≡ mh; Ω =

aa′′

a′2
≡ 1 +

h′

h2
.

Таким образом, имеем автономную двумерную динамическую систему на фазовой плоскости {Φ, Z}.
Для приведения её к стандартным обозначениям качественной теории дифференциальных уравнений по-
ложим:

Φ = x; Z = y;P (x, y) = y; Q(x, y) = −
√

3

√
Λm − y2 + x2 +

αm

2
x4y + x+ αmx

3.

Соответствующая нормальная система уравнений в стандартных обозначениях имеет вид:

x′ = P (x, y); y′ = Q(x, y).

Для того, чтобы система дифференциальных уравнений (5) имела вещественное решение, необходимо
выполнение неравенства:

Λm − y2 + x2 +
αm

2
x4 ≥ 0.

4 Здесь и в дальнейшем ḟ ≡ df/dt.



4 Ю. Г. Игнатьев, А. А. Агафонов

3.2. Численное моделирование для α < 0

Численное моделирование динамической системы проводилось в прикладном математическом па-
кете Mathematica. На представленных ниже рисунках 2, 3 показаны некоторые результаты численного
уравнений (5), демонстрирующие наиболее характерные особенности динамики космологической систе-
мы.

Рис. 2. Подпись первого рисунка. Рис. 3. Подпись второго рисунка.

4. Заключение

Нетрудно видеть, что система (5) инвариантна относительно преобразования

Φ→ −Φ; Z → −Z,

то есть, по отношению отражения от нулевой особой точки, но не инвариантна по отношению отражения
от координатных осей. Кроме того видно, в что моменты времени t = ±∞ переменные |Φ(±∞)| → ∞ ;
Z(±∞)| → ∞ , то есть, в этой модели бесконечные значения скалярного потенциала и его производной
достигаются, как в бесконечном прошлом, так и в бесконечном будущем. При этом фазовые траектории
стремятся к сепаратрисам: Z = ±Φ, то есть, Φ ∼ e±t . Поэтому при α > 0 в бесконечном прошлом и
бесконечном будущем H = Const ⇒ Ω = 1, то есть, как в бесконечном прошлом, так и в бесконечном
будущем Вселенная находится на стадии инфляции.

В случае отрицательной константы взаимодействия в наиболее интересном случае существования
двух симметричных фокусов решение уравнений космологической модели стремится к инфляционно-
му в бесконечном будущем, причем в отличие от стандартной модели с классическим скалярным полем
Φ(+∞) = Φ∞ 6= 0 и Φ(+∞) 6= Φ(−∞). В этом случае поздняя инфляция может поддерживаться как
космологической постоянной, так и поздним скалярным полем, что открывает новые возможности для
манипуляции космологическими моделями в целях подгонки их к наблюдательным данным.
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Yu. G. Ignat’ev, A. A. Agathonov
The qualitative and numerical analysis of the cosmological model based on phantom scalar field
with self interation
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Based on a qualitative analysis of the system of differential equations a cosmological model based on phantom scalar field,
the asymptotic behavior of such models and shows that in contrast to the models with a classical scalar field, such models
are asymptotically stable solutions with a constant value of the potential in the infinite past, and in the infinite future. The
numerical models of cosmological evolution models with phantom scalar field.
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